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e を自然対数の底とする．1 < a < e を満たす実数 a に対して，曲線 C : y = ex と

直線 ℓ : y = a および y 軸で囲まれる図形の面積を S1 とし，C と ℓおよび直線 x = 1

で囲まれる図形の面積を S2 とする．

(1) C と ℓの交点の座標を求めよ．

(2) S1 = S2 となる a の値を求めよ．

(3) a が 1 < a < e の範囲を動くとき，S1 + S2 の最小値とそのときの a の値を求

めよ．
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【答】

(1) (log a, a)
(2) a = e− 1

(3) a =
√
e のとき，最小値 e− 2

√
e+ 1

【解答】
C : y = ex, ℓ : y = a

(1) C と ℓの方程式を連立して C

ℓ

1

a

1

e

S1

S2
S3

x

y

O

ex = a ∴ x = log a

よって，C と ℓの交点の座標は

(log a, a) ……（答）

である．
(2) S1, S2 は

S1 =

∫ log a

0

(a− ex) dx =
[
ax− ex

]log a

0

= a log a− a+ 1

S2 =

∫ 1

log a

(ex − a) dx =
[
ex − ax

]1
log a

= e− a− (a− a log a) = e− 2a+ a log a

であるから

S1 = S2 ⇐⇒ a log a− a+ 1 = e− 2a+ a log a

∴ a = e − 1 ……（答）

である．

• C と y 軸，y = a, y = e で囲まれる図形の面積を S3 とする．

S1 = S2 ⇐⇒ S1 + S3 = S2 + S3

であり

S1 + S3 = 1 · e−
∫ 1

0

ex dx = e−
[
ex

]1
0
= 1

S2 + S3 = 1 · (e− a) = e− a

であるから

1 = e− a ∴ a = e− 1

である．
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(3) f(a) = S1 + S2 とおくと

f(a) = (a log a− a+ 1) + (e− 2a+ a log a)

= 2a log a− 3a+ e+ 1

であり

f ′(a) = 2 log a+ 2a · 1
a

− 3

= 2 log a− 1

1 < a < eの範囲での f(a)の増減は下表となる．

a (1) · · ·
√
e · · · (e)

f ′(a) − 0 +

f(a)

f(
√
e) = 2

√
e log

√
e− 3

√
e+ e+ 1

= e− 2
√
e+ 1 (= (

√
e− 1)2)

よって，f(a)は

a =
√
e のとき，最小値 e − 2

√
e + 1 ……（答）

をとる．


