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xy 平面上の 3点 O(0, 0)，A(−1, 1)，B(2, 4)を考える．0 < t < 1の実数 tに対

して，線分 AOを t : 1 − tに内分する点を Pt，線分 OBを t : 1 − tに内分する点を

Qt，線分 PtQt を t : 1− tに内分する点を Rt とする．

(1) 点 Pt，点 Qt，点 Rt の座標をそれぞれ tを用いて表せ．

(2) 実数 tが 0 ≦ t ≦ 1の範囲を動くとき，点Rtが描く曲線をCとする．ただし，点

R0 は点 Aとし，点 R1 は点 Bとする．曲線 C を y = f(x)の形で表し，概形をか

け．ただし凹凸は調べなくてよい．

(3) 曲線 C，直線 x = −1，直線 x = 2および x軸で囲まれた部分を，x軸の周りに

1回転させてできる立体の体積 V を求めよ．

(22 富山大 後 理 3)

【答】

(1) Pt(t− 1, 1− t)，Qt(2t, 4t)，Rt(t
2 + 2t− 1, 5t2 − 2t+ 1)

(2) 略
(3) V = 13π

【解答】

(1) 点 Pt は線分 AOを t : 1− tに内分するから
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#     »
OPt = (1− t)

#   »
OA = (t− 1, 1− t)

点 Qt は線分 OBを t : 1− tに内分するから
#      »
OQt = t

#   »
OB = (2t, 4t)

点 Rt は線分 PtQt を t : 1− tに内分するから
#      »
ORt = (1− t)

#     »
OPt + t

#      »
OQt

=
(
−(1− t)2, (1− t)2

)
+

(
2t2, 4t2

)
=

(
t2 + 2t− 1, 5t2 − 2t+ 1

)
よって，点 Pt，Qt，Rt の座標はそれぞれ

Pt(t − 1, 1 − t)，Qt(2t, 4t)，

Rt

(
t2 + 2t − 1, 5t2 − 2t + 1

)
……（答）

である．
(2) 点 Rt が描く曲線を C は

C :

{
x = t2 + 2t− 1

y = 5t2 − 2t+ 1

ここで

x = (t+ 1)2 − 2 (0 ≦ t ≦ 1)

より，−1 ≦ x ≦ 2であり

t =
√
x+ 2− 1

である．
よって，C を y = f(x) の形で表すと

f(x) = 5(
√
x+ 2− 1)2 − 2(

√
x+ 2− 1) + 1

= 5(x+ 3− 2
√
x+ 2)− 2

√
x+ 2 + 3

= 5x − 12
√
x + 2 + 18 ……（答）
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である．
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f ′(x) = 5− 12 · 1
2
√
x+ 2

=
5
√
x+ 2− 6√
x+ 2

=
25(x+ 2)− 36√

x+ 2(5
√
x+ 2 + 6)

= 25x+ 14√
x+ 2(5

√
x+ 2 + 6)

f(x)の増減は下表となり，Cの概形は右図となる．

x −1 · · · − 14
25

· · · 2

f ′(x) − 0 +

f(x) 1 4
5

4

(3) 求める体積 V は

V = π

∫ 2

−1

y2 dx

(
= π

∫ 2

−1

{5x− 12
√
x+ 2 + 18}2 dx …… 1⃝

)
である．t =

√
x+ 2− 1とおくと

x = t2 + 2t− 1であり，dx = (2t+ 2) dt
x −1 −→ 2

t 0 −→ 1

であるから

V = π

∫ 1

0

(5t2 − 2t+ 1)2(2t+ 2) dt

= 2π

∫ 1

0

(25t4 + 4t2 + 1− 20t3 − 4t+ 10t2)(t+ 1) dt

= 2π

∫ 1

0

(25t4 − 20t3 + 14t2 − 4t+ 1)(t+ 1) dt

= 2π

∫ 1

0

(25t5 + 5t4 − 6t3 + 10t2 − 3t+ 1) dt

= 2π
[
25 · t6

6
+ 5 · t5

5
− 6 · t4

4
+ 10 · t3

3
− 3 · t2

2
+ t

]1
0

= 2π
(
25
6

+ 1− 3
2

+ 10
3

− 3
2

+ 1
)

= π
(
25
3

+ 20
3

− 2
)

= 13π ……（答）

である．

• 1⃝のまま xで積分することもできるが

C :

{
x = t2 + 2t− 1

y = 5t2 − 2t+ 1

を利用して tで積分した．


