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座標平面において，原点を極とし，x軸の正の部分を始線とする極座標を考える．

平面上を運動する点 Pの極座標 (r, θ)が，時刻 t ≧ 0の関数として，

r = 1 + t, θ = log(1 + t)

で与えられるとする．時刻 t = 0に Pが出発してから初めて y軸上に到着するまでに

Pが描く軌跡を C とする．

(1) t > 0において，Pが初めて y軸上に到着するときの tの値を求めよ．

(2) C 上の点の x座標の最大値を求めよ．

(3) C の長さを求めよ．

(4) C を座標平面上に図示せよ．

(5) C と x軸と y軸で囲まれた部分の面積を求めよ．
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【答】

(1) t = e
π
2 − 1

(2)

√
2
2

e
π
4

(3)
√
2(e

π
2 − 1)

(4) 略

(5) 1
4
(eπ − 1)

【解答】 
r = 1 + t

θ = log(1 + t)

t ≧ 0

(1) Pの座標を (x, y) とおくと
x = (1 + t) cos θ

y = (1 + t) sin θ

θ = log(1 + t)

t ≧ 0

t > 0において，x = 0 となるのは

cos θ = 0 ∴ θ = π
2

+ kπ (k は整数)

である．θ = log(1 + t) であるから

log(1 + t) = π
2

+ kπ ∴ t = e
π
2
+kπ − 1

これをみたす最小の正の数，すなわち，Pが初めて y 軸上に到着するときの tの値は

t = e
π
2 − 1 ……（答）

である．
(2) C は時刻 t = 0に Pが出発してから初めて y 軸上に到着する (時刻 t = e

π
2 − 1)までに描

く軌跡である．θ = log(1 + t) より 1 + t = eθ であり，C を θ を用いて表すと

C :


x = eθ cos θ

y = eθ sin θ

0 ≦ θ ≦ π
2



2

となる．
θ 0 · · · π

4
· · · π

2

dx
dθ

+ 0 −

x

dx
dθ

= eθ cos θ − eθ sin θ

= eθ(cos θ − sin θ)

xの増減は右の表となる．
よって，xは θ = π

4
のとき

最大値 : x
(
π
4

)
= e

π
4 cos π

4
=

√
2
2

e
π
4 ……（答）

をとる．

(3) C の長さは
∫ π

2

0

√(
dx
dθ

)2

+
(
dx
dθ

)2

dθ である．

dy
dθ

= eθ sin θ + eθ cos θ = eθ(sin θ + cos θ)

であり (
dx
dθ

)2

+
(
dy
dθ

)2

= e2θ(cos θ − sin θ)2 + e2θ(sin θ + cos θ)2 = 2e2θ

であるから ∫ π
2

0

√(
dx
dθ

)2

+
(
dx
dθ

)2

dθ =

∫ π
2

0

√
2eθdθ =

[√
2eθ

]π
2

0

=
√
2(e

π
2 − 1) ……（答）

である．

(4) 0 ≦ θ ≦ π
2
における x, y の増減は下表となり，C を座

1

(θ = 0)
√
2
2
e

π
4

√
2

2
e

π
4 (θ = π

4
)

e
π
2 (θ = π

2
)

x

y

O

標平面上に図示すると右図となる．

θ 0 · · · π
4

· · · π
2

dx
dθ

+ 0 −

x 1 →
√
2
2

e
π
4 ← 0

dy
dθ

+ + +

y 0 ↑
√
2
2

e
π
4 ↑ e

π
2

(5) C と x軸，y 軸で囲まれた部分の面積 S は，

S =

∫ e
π
2

0

x dy

=

∫ π
2

0

eθ cos θ · eθ(sin θ + cos θ) dθ

=

∫ π
2

0

e2θ(sin θ cos θ + cos2 θ) dθ

= 1
2

∫ π
2

0

e2θ(sin 2θ + cos 2θ + 1) dθ

ここで

(e2θ sin 2θ)′ = 2e2θ · sin 2θ + e2θ · 2 cos 2θ

= 2e2θ(sin 2θ + cos 2θ)
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であることに注意して

S = 1
2

[
1
2
e2θ sin 2θ + 1

2
e2θ

]π
2

0
= 1

4
(eπ − 1) ……（答）

である．

• 曲線 C は極方程式で r = eθ
(
0 ≦ θ ≦ π

2

)
と表されるので，(5) の面積 S は

S =

∫ π
2

0

1
2
r2 dθ =

∫ π
2

0

1
2
e2θ dθ =

[
1
4
e2θ

]π
2

0
= 1

4
(eπ − 1)

である．


