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1から 12までの数字が等間隔に刻まれている．右図に
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示すようなOを中心とする半径 1の円がある．円周上に

点 A，B，Cを順に時計回りで配置したとき，

3
#    »

OA+ 5
#   »

OB+ 7
#    »

OC =
#»

0

を満たしていた．次の各問いに答えよ．

(1) 点 Aが 5の位置にあるとき，点 Bはどの位置にあ

るか．

(2) △AOB：△BOC：△COAの面積比を求めよ．
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【答】

(1) 7の位置
(2) 7 : 3 : 5

【解答】
3

#   »
OA+ 5

#   »
OB+ 7

#    »
OC =

#»
0 …… 1⃝

(1) | #   »
OA| = | #   »

OB| = 1であり，点 Aの位置は 5と固定されているから，点 Bの位置は ∠BOA

により決まる．
| #    »
OC| = 1であることにも注意し， 1⃝を変形すると

|3 #   »
OA+ 5

#   »
OB|2 = | − 7

#    »
OC|2

9| #   »
OA|2 + 30

#   »
OA · #   »

OB+ 25| #   »
OB|2 = 49| #    »

OC|2

9 + 30 cos∠AOB+ 25 = 49

∴ cos∠AOB = 1
2

0◦ ≦ ∠AOB ≦ 180◦ より

∠AOB = 60◦ …… 2⃝
である．A，B，C は時計回りに配置されているので

点 Bは 7の位置にある． ……（答）

(2) 面積比については

△AOB : △BOC : △COA

= 1
2
| #   »
OA|| #   »

OB| sin∠AOB : 1
2
| #   »
OB|| #    »

OC| sin∠BOC : 1
2
| #    »
OC|| #   »

OA| sin∠COA

= sin∠60◦ : sin∠BOC : sin∠COA (∵ 2⃝)

が成り立つから，∠BOC, ∠COAについて調べる．
∠BOCについて

|5 #   »
OB+ 7

#    »
OC|2 = | − 3

#   »
OA|2

25 + 70 cos∠BOC+ 49 = 9

cos∠BOC = − 13
14

0◦ ≦ ∠BOC ≦ 180◦ より

sin∠BOC =

√
1−

(
− 13

14

)2

=
3
√
3

14

である．
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∠COAについて

|3 #   »
OA+ 7

#    »
OC|2 = | − 5

#   »
OB|2

9 + 42 cos∠COA+ 49 = 25

cos∠COA = − 11
14

0◦ ≦ ∠COA ≦ 180◦ より

sin∠COA =

√
1−

(
− 11

14

)2

=
5
√
3

14

である．
よって，面積比は

△AOB : △BOC : △COA

=

√
3
2

:
3
√
3

14
:
5
√
3

14

= 7 : 3 : 5 ……（答）

である．

• △ABCと点 Pについて，a
#   »
PA+ b

#   »
PB+ c

#   »
PC =

#»
0 (a, b, cは正の定数)を満たすとき

△PAB : △PBC : △PCA = c : a : b

である．分点公式を用いてこれを示しておこう．
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c⃝ b⃝

a⃝

�� ��b+ c

#   »
PA = − b

#   »
PB + c

#   »
PC

a

= − b+ c
a

× b
#   »
PB + c

#   »
PC

b+ c

線分 BCを c : bに内分する点を Dとすると

#   »
PA = − b+ c

a

#   »
PD

であり，点 Pは右図の位置にある．したがって

△PAB : △PCA = BD : DC = c : b

である．同じく

#   »
PB = − c

#   »
PC+ a

#   »
PA

b

より

△PAB : △PBC = c : a

であるから

△PAB : △PBC : △PCA = c : a : b

が成り立つ．


