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実数 x, y が x2 − xy+ y2 − 1 = 0 を満たすとする．また，t = x+ y とおく．この

とき，次の問いに答えよ．

(1) xy を t を用いて表せ．

(2) t のとる値の範囲を求めよ．

(3) 3x2y + 3xy2 + x2 + y2 + 5xy − 6x− 6y + 1 のとる値の範囲を求めよ．
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【答】

(1) xy = t2 − 1
3

(2) −2 ≦ t ≦ 2

(3) −4以上 14以下

【解答】
x2 − xy + y2 − 1 = 0 …… 1⃝

(1) 1⃝を変形すると

(x+ y)2 − 3xy − 1 = 0

t = x+ y とおくと

t2 − 3xy − 1 = 0

∴ xy =
t2 − 1

3
……（答）

である．
(2) x, y は {

x+ y = t

xy = t2 − 1
3

より，uについての 2次方程式

u2 − tu+ t2 − 1
3

= 0

の解である．x, y は実数であるから，判別式を D とおくと，D ≧ 0である．

D = (−t)2 − 4 · t2 − 1
3

= 4− t2

3

であるから，t のとる値の範囲は

4− t2 ≧ 0 ∴ −2 ≦ t ≦ 2 ……（答）

である．
(3) 3x2y + 3xy2 + x2 + y2 + 5xy − 6x− 6y + 1を tで表すと

3x2y + 3xy2 + x2 + y2 + 5xy − 6x− 6y + 1

= 3xy(x+ y) + (x+ y)2 + 3xy − 6(x+ y) + 1

= 3 · t2 − 1
3

t+ t2 + 3 · t2 − 1
3

− 6t+ 1

= t3 + 2t2 − 7t

となる．
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f(t) = t3 + 2t2 − 7tとおくと
t −2 · · · 1 · · · 2

f ′(t) − 9 +

f(t) 14 −4 2

f ′(t) = 3t2 + 4t− 7

= (3t+ 7)(t− 1)

−2 ≦ t ≦ 2の範囲における f(t)の増減は右表となる．
よって，f(t)，すなわち，与えられた式のとる値の範囲は

−4以上 14以下 ……（答）

である．


