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実数 x を超えない最大の整数を [x] と表すとき，次の問いに答えよ．

( i ) 実数 x と整数 n に対して，[x+ n] = [x] + n を示せ．

(ii) 実数 x と正の整数 n に対して，
[
[x]

n

]
=

[
x
n

]
を示せ．
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【答】

( i ) 略
(ii) 略

【解答】

( i ) [x]は実数 xを超えない最大の整数を表すから

[x] ≦ x < [x] + 1 …… 1⃝

が成り立つ．各辺に整数 k を加えると

[x] + k ≦ x+ k < [x] + k + 1

[x] + k は整数であるから

[x+ k ] = [x] + k

が成り立つ． …… (証明終わり)

(ii) 1⃝の各辺を正の整数 nで割ると

[x]

n
≦ x

n
<

[x] + 1

n
…… 2⃝

が成り立つ．
整数 [x]を正の整数 nで割ったときの商を k，余りを r とおくと

[x] = nk + r (0 ≦ r < n)

∴ [x]

n
= k + r

n

(
0 ≦ r

n
< 1

)
∴ k ≦ [x]

n
< k + 1

∴
[
[x]

n

]
= k …… 3⃝

である．
また

2⃝ ⇐⇒ nk + r
n

≦ x
n

< nk + r + 1
n

∴ k + 0
n

≦ x
n

< k +
(n− 1) + 1

n

∴ k ≦ x
n

< k + 1

∴
[
x
n

]
= k …… 4⃝

3⃝, 4⃝より[
[x]

n

]
=

[
x
n

]
が成り立つ． …… (証明終わり)


