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実数 a, bと虚数単位 iを用いて複素数 zが z = a+ biの形で表されるとき，aを z

の実部，bを zの虚部とよび，それぞれ a = Re(z), b = Im(z)と表す．

(1) z3 = iを満たす複素数をすべて求めよ．

(2) z100 = iを満たす複素数 zのうち，Re(z) ≦ 1
2
かつ Im(z) ≧ 0を満たすものの個

数を求めよ．

(3) nを正の整数とする．zn = iを満たす複素数 z のうち，Re(z) ≧ 1
2
を満たすも

のの個数をN とする．N > n
3
となるための nに関する必要十分条件を求めよ．

(23 千葉大 8)

【答】

(1) z =

√
3
2

+ 1
2
i, −

√
3
2

+ 1
2
i, − i

(2) 33

(3) nは 3で割った余りが 2となる自然数である

【解答】

(1) 複素数 z は

z = r(cos θ + i sin θ) (r ≧ 0, 0 ≦ θ < 2π)

と表すことができる．

z3 = i ⇐⇒ r3(cos 3θ + i sin 3θ) = cos π
2

+ i sin π
2

(∵ ド・モアブルの定理)

⇐⇒

{
r3 = 1

3θ = π
2

+ 2kπ (k は整数)

であり，r ≧ 0, 0 ≦ 3θ < 6π であるから

r = 1, θ = π
6
, 5

6
π, 3

2
π

である．よって，求める複素数のすべては

z =

√
3
2

+ 1
2
i, −

√
3
2

+ 1
2
i, − i ……（答）

である．
(2) (1)と同じく

z100 = i ⇐⇒ r100(cos 100θ + i sin 100θ) = cos π
2

+ i sin π
2

⇐⇒

{
r100 = 1

100θ = π
2

+ 2kπ (k は整数)

であり，r ≧ 0, 0 ≦ 100θ < 200π であるから

r = 1, θ = π
200

+ k
50

π

である．このうち Re(z) ≦ 1
2
かつ Im(z) ≧ 0を満たすものは π

3
≦ θ ≦ π であるから

π
3

≦ π
200

+ k
50

π ≦ π ∴ 200
3

≦ 1 + 4k ≦ 200

∴ 197
12

≦ k ≦ 199
4

∴ 16 + 5
12

≦ k ≦ 49 + 3
4

であり，条件を満たす複素数 z の個数は

49− 16 = 33 (個) ……（答）

である．



2

(3) (1)と同じく

zn = i ⇐⇒ rn(cosnθ + i sinnθ) = cos π
2

+ i sin π
2

⇐⇒

{
rn = 1

nθ = π
2

+ 2kπ (k は整数)

∴ r = 1 (∵ r ≧ 0), θ = π
2n

+ 2k
n

π

である．θ の範囲は −π ≦ θ < π ととることができる ((1)，(2)の範囲とは変えた)．このと

き Re(z) ≧ 1
2
を満たすものは − π

3
≦ θ ≦ π

3
であるから

− π
3

≦ π
2n

+ 2k
n

π ≦ π
3

∴ − 2n
3

≦ 1 + 4k ≦ 2n
3

∴ − n
6

− 1
4

≦ k ≦ n
6

− 1
4

…… 1⃝

n = 6l+ r (lは整数, r = 0, 1, · · · , 5)として nを分類して， 1⃝を満たす整数 kの個数 N

を求める．

( i ) r = 0 (n = 6l)のとき

1⃝は −l − 1
4

≦ k ≦ l − 1
4
であり，整数 k は k = −l, · · · , l − 1である．

N = l + 1 + (l − 1) = 2l = n
3

N > n
3
を満たさない．

(ii) r = 1 (n = 6l + 1)のとき

1⃝は −l − 1
6

− 1
4

≦ k ≦ l + 1
6

− 1
4
であり，整数 k は k = −l, · · · , l − 1である．

N = l + 1 + (l − 1) = 2l = n− 1
3

N > n
3
を満たさない．

(iii) r = 2 (n = 6l + 2)のとき

1⃝は −l − 2
6

− 1
4

≦ k ≦ l + 2
6

− 1
4
であり，整数 k は k = −l, · · · , lである．

N = l + 1 + l = 2l + 1 = n− 2
3

+ 1 = n+ 1
3

N > n
3
を満たす．

(iv) r = 3 (n = 6l + 3)のとき

1⃝は −l − 3
6

− 1
4

≦ k ≦ l + 3
6

− 1
4
であり，整数 k は k = −l, · · · , lである．

N = l + 1 + l = 2l + 1 = n− 3
3

+ 1 = n
3

N > n
3
を満たさない．

(v) r = 4 (n = 6l + 4)のとき

1⃝は −l − 4
6

− 1
4

≦ k ≦ l + 4
6

− 1
4
であり，整数 k は k = −l, · · · , lである．

N = l + 1 + l = 2l + 1 = n− 4
3

+ 1 = n− 1
3

N > n
3
を満たさない．

(vi) r = 5 (n = 6l + 5)のとき

1⃝は −l − 5
6

− 1
4

≦ k ≦ l + 5
6

− 1
4
であり，整数 k は k = −l − 1, · · · , lである．

N = (l + 1) + 1 + l = 2l + 2 = n− 5
3

+ 2 = n+ 1
3

N > n
3
を満たす．

以上 ( i )～(vi)より，N > n
3
を満たす r についての必要十分条件は

r = 2, 5

である．これを nで表すと

n = 6l + 2, 6l + 5

= 3 · 2l + 2, 3(2l + 1) + 2

となり

nは 3で割った余りが 2となる自然数である ……（答）

ということである．


