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以下の問いに答えよ．

(1) 条件

(z1 − z1)
(

1
z1

− 1
z1

)
= −Im(z1) および Im(z1) \= 0

を満たす複素数平面上の点 z1はどのような図形を描くか．ただし，Im(z1) は z1 の

虚部を表す．

(2) 複素数平面において，原点を中心とする半径 2
√
2 の円と (1)の点 z1 が描く図形

の共有点の偏角 θを求めよ．ただし，偏角 θ の範囲は 0 ≦ θ < 2π とする．

(3) 条件

|z2 − 1− ai| = |z2 − (1 + a)i|

を満たす複素数平面上の点 z2 が描く図形と (1)の点 z1 が描く図形が共有点を持つ

ように，定数 a の値の範囲を定めよ．ただし，a は実数とし，i は虚数単位とする．
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【答】

(1) 点 2iを中心とする半径 2の円から原点を除いた図形

(2) θ = π
4
, 3

4
π

(3) 2− 2
√
2 ≦ a ≦ 2 + 2

√
2

【解答】

(1) (z1 − z1)
(

1
z1

− 1
z1

)
= −Im(z1) …… 1⃝

Im(z1) \= 0 …… 2⃝

Im(z1) =
z1 − z1

2i
であるから

「 1⃝ かつ 2⃝」⇐⇒


(z1 − z1)

2

z1z1
= − z1 − z1

2i

z1 − z1
2i

\= 0

⇐⇒
{
2i(z1 − z1) = −z1z1 かつ |z1| \= 0

z1 − z1 \= 0

⇐⇒
{
z1z1 + 2iz − 2iz1 = 0

z1 − z1 \= 0

∴
{
|z1 − 2i|2 = 4

z1 − z1 \= 0

点 z1 は |z1 − 2i| = 2から実軸上の点を除いた図形，すなわち

点 2iを中心とする半径 2の円から原点を除いた図形 ……（答）

を描く．
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• z1 = x+ yiとおくと，z1 − z1 = 2yi，Im(z1) = y であるから

「 1⃝ かつ 2⃝」⇐⇒


(z1 − z1)

2

z1z1
= −Im(z1)

Im(z1) \= 0

⇐⇒


−4y2

x2 + y2 = −y

y \= 0

⇐⇒
{
4y = x2 + y2 かつ x2 + y2 \= 0

y \= 0

⇐⇒
{
x2 + (y − 2)2 = 4

y \= 0

よって，点 z1 は点 (0, 2)すなわち点 2iを中心とする半径 2の円から原点を除いた図形
を描く．

(2) 原点を中心とする半径 2
√
2 の円周上の点 z は

z = 2
√
2(cos θ + i sin θ) (0 ≦ θ < 2π)

とおくことができる．z \= 0より (1)の点 z1 が描く図形との共有点では

|2
√
2(cos θ + i sin θ)− 2i| = 2

∴ (2
√
2 cos θ)2 + (2

√
2 sin θ − 2)2 = 4

が成り立つ．式を整理すると

2 cos2 θ + (
√
2 sin θ − 1)2 = 1

2(1− sin2 θ) + (2 sin2 θ − 2
√
2 sin θ + 1) = 1

∴ 2− 2
√
2 sin θ = 0 ∴ sin θ = 1√

2

0 ≦ θ < 2π より

θ = π
4
, 3

4
π ……（答）

である．

• 原点を中心とする半径 2
√
2 の円と (1)の円の共有点は{

x2 + y2 = 8

x2 + y2 = 4y かつ (x, y) \= (0, 0)
⇐⇒

{
x2 + y2 = 8

8 = 4y

∴ (x, y) = (±2, 2)

偏角の範囲を 0 ≦ θ < 2π として x+ yiを極形式で表すと

x+ yi = ±2 + 2i = 2
√
2
(
cos π

4
+ i sin π

4

)
, 2

√
2
(
cos 3

4
π + i sin 3

4
π
)

であり，共有点の偏角 θ は

θ = π
4
, 3

4
π

である．

(3) z2 = x+ yi とおくと，z2 は

|z2 − 1− ai| = |z2 − (1 + a)i|
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を満たすから

|(x− 1) + (y − a)i| = |x+ (y − 1− a)i|

(x− 1)2 + (y − a)2 = x2 + (y − 1− a)2

(x2 − 2x+ 1) + (y − a)2 = x2 + (y − a)2 − 2(y − a) + 1

− 2x = −2(y − a)

∴ x− y + a = 0 …… 3⃝

この直線 3⃝と (1)の図形が共有点をもつ条件は

(中心 (0, 2)と直線 3⃝との距離) ≦ (半径)

である．

|0− 2 + a|√
12 + (−1)2

≦ 2

∴ |a− 2| ≦ 2
√
2

∴ 2− 2
√
2 ≦ a ≦ 2 + 2

√
2

である．a = 0のとき直線 3⃝は (1)の円の除外点 (0, 0)を通るが，このとき直線 3⃝は (1)

の円と点 (2, 2)を共有するので，a = 0も条件を満たす．
よって，求める aの値の範囲は

2 − 2
√
2 ≦ a ≦ 2 + 2

√
2 ……（答）

である．

• 条件として与えられた直線は 2点 1+ aiと (1+ a)iを結ぶ線分の垂直二等分線である．


