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複素数 ω =
−1 +

√
3i

2
と自然数 Lをとる．次の問いに答えよ．

(1) k, mが整数ならば，|k +mω|2 も整数であることを示せ．
(2) |k| ≦ Lを満たす整数 kに対して，|k + ω|の最大値を求めよ．
(3) 整数 k, mが |k| ≦ L，|m| ≦ L，|k −m| ≦ Lを満たすとき，|k +mω| ≦ Lを

示せ．

(4) |k +mω| ≦ Lを満たす整数の組 (k, m)の個数をN とする．不等式

N ≧ 3L2 + 3L+ 1を示せ．
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【答】

(1) 略

(2) k = −Lのとき
√
L2 + L+ 1

(3) 略
(4) 略

【解答】

(1) k, mが整数 (実数)，ω =
−1 +

√
3i

2
であるから

|k +mω|2 = (k +mω)(k +mω)

= k2 + km(ω + ω) +m2|ω|2

であり，ω + ω = 1，|ω|2 = 1であるから

|k +mω|2 = k2 − km+m2

である．よって，k, mが整数ならば，|k +mω|2 も整数である． …… (証明終わり)

(2) |k + ω|2 は，(1)においてm = 1としたものであるから

|k + ω|2 = k2 − k + 1

=
(
k − 1

2

)2

+ 3
4

整数 k は |k| ≦ Lすなわち −L ≦ k ≦ L (Lは自然数)を満たすから，|k + ω|は

k = −Lのとき最大値
√

L2 + L + 1 ……（答）

をとる．

(3) (∗)


|k| ≦ L

|m| ≦ L

|k −m| ≦ L

L

L

−L

−L

m = k + L

m = k − L

k

m

O

(∗)を図示すると右図の斜線部分となる．k, mが (∗)
を満たすとき，|k +mω|2 = k2 − km+m2 の最大値を
求める．

( i ) −L ≦ m ≦ 0のときmを固定したとき

k2 − km+m2 =
(
k − m

2

)2

+ 3
4
m2

k は −L ≦ k ≦ m+ Lの範囲で動くから，

k = −L, m + L で最大値 M = L2 + mL + m2 を
とる．
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ついで，mを −L ≦ m ≦ 0の範囲で動かし，M の
最大値を求める．

M = m2 + Lm+ L2 =
(
m+ L

2

)2

+ 3
4
L2

であり，M はm = −L, 0で最大値 L2 をとる．
(ii) 0 ≦ m ≦ Lのときmを固定したとき

k2 − km+m2 =
(
k − m

2

)2

+ 3
4
m2

kはm−L ≦ k ≦ Lの範囲で動くから，k = m−L, Lで最大値M = L2 −mL+m2 を
とる．
ついで，mを 0 ≦ m ≦ Lの範囲で動かし，M の最大値を求める．

M = m2 − Lm+ L2 =
(
m− L

2

)2

+ 3
4
L2

であり，M はm = 0, Lで最大値 L2 をとる．

( i )，(ii)より，k2 − km+m2 の最大値は L2 である．
よって，k, mが (∗)を満たすとき，|k +mω| ≦ Lが成り立つ． …… (証明終わり)

• k, mが整数のとき，k +mω は下左図の格子点となり，(∗)を満たす k +mω は下右
図の格子点となる．これらは原点 Oが中心 1辺の長さが Lの正六角形の周および内部
の格子点である．この正六角形の外接円の半径も Lであるから

|k +mω| ≦ L

は成り立つ．
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(4) |k| ≦ L，|m| ≦ L，|k −m| ≦ Lを満たす格子点 (k, m)の個数M は，(3)より N ≧ M

である．
(3)の図において，1辺の長さが 2Lの正方形から，左上，右下の直角二等辺三角形を除く

と考えると，M の格子点の個数は

M = (2L+ 1)2 − 2× (1 + 2 + · · ·+ L)

= (4L2 + 4L+ 1)− 2× L(L+ 1)

2

= 3L2 + 3L+ 1

よって，N ≧ 3L2 + 3L+ 1が成り立つ． …… (証明終わり)


