
1

nを自然数とするとき，
n∑

k=1

(k − 1)
(
1
2

)k

= 1 − (n + 1)
(
1
2

)n

が成り立つことを

示せ．
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【答】 略

【解答】

Sn =
n∑

k=1

(k − 1)
(
1
2

)k

とおく．

Sn = 0 ·
(
1
2

)1

+ 1 ·
(
1
2

)2

+ · · ·+ (n− 1)
(
1
2

)n

1
2
Sn = 0 ·

(
1
2

)2

+ · · ·+ (n− 2)
(
1
2

)n

+ (n− 1)
(
1
2

)n+1

辺々の差をとると
1
2
Sn =

(
1
2

)2

+
(
1
2

)3

+ · · ·+
(
1
2

)n

− (n− 1)
(
1
2

)n+1

=

(
1
2

)2 {
1−

(
1
2

)n−1}
1− 1

2

− (n− 1)
(
1
2

)n+1

= 1
2

{
1−

(
1
2

)n−1}
− (n− 1)

(
1
2

)n+1

よって

Sn = 1−
(
1
2

)n−1

− (n− 1)
(
1
2

)n

= 1− 2 ·
(
1
2

)n

− (n− 1)
(
1
2

)n

= 1− (n+ 1)
(
1
2

)n

が成り立つ． …… (証明終わり)

• 結果が与えられているので，数学的帰納法を用いこともできる．
n∑

k=1

(k − 1)
(
1
2

)k

= 1− (n+ 1)
(
1
2

)n

…… (∗)

( i ) n = 1のとき

(左辺) =
1∑

k=1

(k − 1)
(
1
2

)k

= 0 ·
(
1
2

)1

= 0

(右辺) = 1− (1 + 1)
(
1
2

)1

= 1− 1 = 0

であり，n = 1のとき (∗)は成り立つ．
(ii) n = lでの成立を仮定すると

l+1∑
k=1

(k − 1)
(
1
2

)k

=
l∑

k=1

(k − 1)
(
1
2

)k

+ {(l + 1)− 1}
(
1
2

)l+1

=1− (l + 1)
(
1
2

)l

+ l
(
1
2

)l+1

(∵ 帰納法の仮定)

=1− 2(l + 1)
(
1
2

)l+1

+ l
(
1
2

)l+1

=1− (l + 2)
(
1
2

)l+1

n = l + 1のときも (∗)は成り立つ．
( i )，(ii)より，すべての自然数 nに対して (∗)は成り立つ．


