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数列 {an} は次の［1］，［2］の条件をみたす．

［1］a1 = 3,

［2］an = 2an−1 + 2n · n− 1 (n = 2, 3, 4, · · ·)

( i ) α を定数とし bn = an + α (n = 2, 3, 4, · · ·) とおくと，数列 {bn} は関係式

bn = 2bn−1 + 2n · n (n = 2, 3, 4, · · ·)

をみたす．このとき α を求めなさい．

(ii) cn =
bn
2n

(n = 1, 2, 3, · · ·) とおくとき，数列 {cn} の一般項を求めなさい．

(iii) 数列 {an} の 一般項を求めなさい．
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【答】

( i ) α = −1

(ii) cn =
n(n+ 1)

2
(n ≧ 1)

(iii) an = 2n−1n(n+ 1) + 1

【解答】

［1］a1 = 3,
［2］an = 2an−1 + 2n · n− 1 (n ≧ 2)

( i ) an = bn − α を［2］に代入すると

bn − α = 2(bn−1 − α) + 2n · n− 1

∴ bn = 2bn−1 + 2n · n− α− 1 …… 1⃝

これが n ≧ 2をみたすすべての nに対して

bn = 2bn−1 + 2n · n …… 2⃝

をみたすのは 1⃝, 2⃝の辺々を引くと

0 = −α− 1 ∴ α = −1 ……（答）

である．
(ii) bn = 2n · cn を 2⃝に代入すると

2n · cn = 2 · 2n−1 · cn−1 + 2n · n
∴ cn = cn−1 + n

c1 =
b1
2

=
a1 − 1

2
= 3− 1

2
= 1であるから，n ≧ 2のとき

cn = c1 +
n∑

k=2

k = 1 +
n∑

k=2

k =
n∑

k=1

k =
n(n+ 1)

2

これは n = 1のときも成り立つ．よって

cn =
n(n + 1)

2
(n ≧ 1) ……（答）
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(iii) (ii)より

bn = 2n · cn = 2n−1 · n(n+ 1)

であるから

an = bn + 1 = 2n−1 · n(n + 1) + 1 (n ≧ 1) ……（答）

である．

• ( i )(ii)の誘導を無視して一般項を求めてみよう．
［2］の形から，n ≧ 2を満たすすべての整数に対して

α(n) = 2α(n− 1) + 2n · n− 1 …… ア⃝

を満たす nの関数α(n)をみつける．p, q, r, sを定数としα(n) = 2n ·(pn2+qn+r)+s

とおくと

2α(n− 1) + 2n · n− 1

= 2 · {2n−1 · (p(n− 1)2 + q(n− 1) + r) + s}+ 2n · n− 1

= 2n · {p(n2 − 2n+ 1) + q(n− 1) + r + n}+ 2s− 1

= 2n · {pn2 + (−2p+ q + 1)n+ (p− q + r)}+ 2s− 1

ア⃝について，辺々の係数を比較すると
p = p

q = −2p+ q + 1

r = p− q + r

s = 2s− 1

∴ p = 1
2
, q = 1

2
, s = 1，(r は任意)

r は任意にとることができるので，r = 0とすると

α(n) = 2n ·
(
n2

2
+ n

2

)
+ 1 = 2n−1 · n(n+ 1) + 1

となる．この α(n)を用いて，［2］と ア⃝の辺々を引くと

an − α(n) = 2(an−1 − α(n− 1))

数列 an − α(n)は初項 a1 − α(1) = 3− {20 · 1 · (1 + 1) + 1} = 3− 3 = 0，公比 2の
等比数列であるから

an − α(n) = 0 · 2n−1

∴ an = α(n) = 2n−1 · n(n+ 1) + 1 (n ≧ 1)

である．


