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数列 {an} の初項から第 n 項までの和を Sn とおく．等式

3an = Sn + n2 − 2n+ 1 (n = 1, 2, 3, · · ·)

が成り立つとき，次の各問に答えよ．

(1) a1, a2, a3 を求めよ．

(2) an+1 を an と n の式で表せ．

(3) bn = an+1 − an とおくとき，数列 {bn} の一般項を求めよ．
(4) 数列 {an} の一般項を求めよ．
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【答】

(1) a1 = 0, a2 = 1
2
, a3 = 9

4

(2) an+1 = 3
2
an + n− 1

2

(3) bn = 5
2

(
3
2

)n−1

− 2

(4) an = 5
(
3
2

)n−1

− 2n− 3

【解答】
3an = Sn + (n− 1)2 (n ≧ 1) …… 1⃝

(1) 1⃝ において，n = 1, 2, 3を順次代入すると

3a1 = a1 + 02 = a1 ∴ a1 = 0 ……（答）

3a2 = (0 + a2) + 12 = a2 + 1 ∴ a2 = 1
2

……（答）

3a3 =
(
0 + 1

2
+ a3

)
+ 22 ∴ a3 = 9

4
……（答）

を得る．
(2) 1⃝ において，nを n+ 1とすると

3an+1 = Sn+1 + n2 …… 1⃝′

である． 1⃝と 1⃝′ の辺々を引くと

3an+1 − 3an = an+1 + 2n− 1 (∵ Sn+1 − Sn = an+1)

∴ an+1 = 3
2
an + n − 1

2
…… 2⃝ ……（答）

である．
(3) 2⃝ において，nを n+ 1とすると

an+2 = 3
2
an+1 + n+ 1

2
…… 2⃝′

である． 2⃝と 2⃝′ の辺々を引くと

an+2 − an+1 = 3
2
(an+1 − an) + 1

である．bn = an+1 − an とおくと

bn+1 = 3
2
bn + 1



2

を得る．これは

bn+1 + 2 = 3
2
(bn + 2)

と変形される．数列 {bn +2}は初項 b1 +2 = (a2 − a1) + 2 =
(
1
2

− 0
)
+2 = 5

2
，公比 3

2
の等比数列であるから，{bn}の一般項は

bn + 2 = 5
2

(
3
2

)n−1

∴ bn = 5
2

(
3
2

)n−1

− 2 ……（答）

である．
(4) n ≧ 2 のとき

an = 0 +
n−1∑
k=1

{
5
2

(
3
2

)k−1

− 2
}

= 5
2

·

(
3
2

)n−1

− 1

3
2

− 1
− 2(n− 1)

= 5
(
3
2

)n−1

− 2n− 3

これは n = 1 でも成り立つ．
よって，{an}の一般項は

an = 5
(
3
2

)n−1

− 2n − 3 (n ≧ 1) ……（答）

である．

• 漸化式 2⃝ : an+1 = 3
2
an + n− 1

2
を次のように解くこともできる．

α(n+ 1) = 3
2
α(n) + n− 1

2
…… 2⃝′′

をみたす自然数 nの関数 α(n)をみつける．α(n)がみつかると， 2⃝と 2⃝′′ の辺々を引
くことにより

an+1 − α(n+ 1) = 3
2
{an − α(n)}

と変形することができる．
α(n)として，1次の一般式 α(n) = pn+ q (p, q は定数)とおくと， 2⃝′′ は

p(n+ 1) + q = 3
2
(pn+ q) + n− 1

2

∴ pn+ p+ q =
(
3
2
p+ 1

)
n+ 3

2
q − 1

2

これがすべての自然数 nについて成り立つ条件はp = 3
2
p+ 1

p+ q = 3
2
q − 1

2

∴ p = −2, q = −3

である．したがって，α(n) = −2n− 3を用いると 2⃝は次のように変形される．

an+1 + 2(n+ 1) + 3 = 3
2
(an + 2n+ 3)

∴ an + 2n+ 3 = (0 + 2 + 3)
(
3
2

)n−1

∴ an = 5
(
3
2

)n−1

− 2n− 3

である．


