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k は定数とする．関数 f(x) = x3+k(3x2+3x+1)について，以下の問いに答えよ．

(1) f(x)が極値をもつための定数 k の値の範囲を求めよ．

(2) f(x)が極値をとる xの値を α, β (α < β)とする．|f(α) − f(β)|を k を用いて

表せ．

(3) β − α = 2
√
2のとき，|f(α) − f(β)|の値を求めよ．また，このときの k の値を

求めよ．
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【答】

(1) k < 0または 1 < k

(2) |f(α)− f(β)| = 4{k(k − 1)}
3
2

(3) |f(α)− f(β)| = 8
√
2，k = 2, − 1

【解答】
f(x) = x3 + k(3x2 + 3x+ 1)

(1) 微分すると

f ′(x) = 3x2 + k(6x+ 3)

= 3(x2 + 2kx+ k)

f(x)が極値をもつ条件は f ′(x)の符号が変化することである．それは f ′(x) = 0が異なる 2

つの実数解をもつことであり，f ′(x) = 0の判別式を D とおくと D > 0である．

D
4

= k2 − k = k(k − 1)

より，求める k の値の範囲は

k < 0 または 1 < k ……（答）

である．
(2) α, β (α < β)は f ′(x) = 0の解であり

f ′(x) = 3(x− α)(x− β)

を満たす．関数値の差を定積分で表すことができ

|f(α)− f(β)| =
[
f(x)

]α
β

=

∫ α

β

f ′(x) dx

= 3

∫ α

β

(x− α)(x− β) dx

= 3 − (α− β)3

6

= 1
2
(β − α)3 (∵ α < β) …… 1⃝

である．ここで

β − α = {−k +
√

k(k − 1)} − {−k −
√

k(k − 1)} = 2
√

k(k − 1)

であるから

|f(α) − f(β)| = 4{k(k − 1)}
3
2 ……（答）

である．
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• α, β (α < β)は f ′(x) = 0，すなわち x2 + 2kx+ k = 0の解であり，解と係数の関係
より {

α+ β = −2k

αβ = k

が成り立つ．

f(α)− f(β) = (α3 − β3) + 3k(α2 − β2) + 3k(α− β)

= (α− β){(α+ β)2 − αβ + 3k(α+ β) + 3k}

ここで

α−β = {−k−
√

k(k − 1)}−{−k+
√

k(k − 1)} = −2
√

k(k − 1) …… 2⃝

であるから

f(α)− f(β) = −2
√

k(k − 1){(−2k)2 − k + 3k(−2k) + 3k}

= −2
√

k(k − 1)(−2k2 + 2k)

= 4{k(k − 1)}
3
2

(1)より，k(k − 1) > 0であり

|f(α)− f(β)| = 4{k(k − 1)}
3
2

である．
• f(x)を x2 + 2kx+ k で割ると

x + k

x2 + 2kx+ k
)
x3 + 3kx2 + 3kx + k

x3 + 2kx2 + kx

kx2 + 2kx + k

kx2 + 2k2x + k2

(2k − 2k2)x + k − k2

であり

f(x) = (x2 + 2kx+ k)(x+ k) + 2k(1− k)x+ k − k2

となる．α, β は x2 + 2kx+ k = 0の解であるから

|f(α)− f(β)| = |2k(1− k)(α− β)| = | − 4k(1− k)
√

k(k − 1)| (∵ 2⃝)

= 4{k(k − 1)}
3
2 (∵ k(k − 1 > 0))

である．

(3) β − α = 2
√
2のとき， 1⃝より

|f(α)− f(β)| = 1
2
(2
√
2)3 = 8

√
2 ……（答）

である．また，このときの k の値は 2⃝より

2
√
2 = 2

√
k(k − 1)

k2 − k − 2 = 0

(k − 2)(k + 1) = 0

∴ k = 2, − 1 ……（答）

である．


