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放物線 y = x2 を C1，放物線 y = x2 − 4x+ 4aを C2 とし，C1，C2 に共通な接線

を lとする．ただし，aは実数の定数とする．このとき，次の問いに答えよ．

(1) C1 と C2 の交点を Qとするとき，Qの x座標を aを用いて表せ．

(2) lと C1，C2との接点をそれぞれ P1，P2とするとき，P1，P2の x座標をそれぞ

れ aを用いて表せ．

(3) Qを通り y軸に平行な直線は，C1，C2 と lで囲まれた図形の面積 S を 2等分す

ることを示せ．
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【答】

(1) a
(2) α = a− 1, β = a+ 1

(3) 略

【解答】
C1 : y = x2 …… 1⃝

C2 : y = x2 − 4x+ 4a …… 2⃝

(1) 1⃝と 2⃝を連立して

x2 = x2 − 4x+ 4a ∴ x = a

よって，Qの x 座標は

a ……（答）

である．
(2) lと C1，C2 との接点 P1，P2 の x座標をそれぞれ α, β とおく．

(x2)′ = 2xより点 P1 における C1 の接線の方程式は

y = 2α(x− α) + α2

∴ y = 2αx− α2 …… 3⃝

である．同様に (x2 − 4x+ 4a)′ = 2x− 4 より，点 P2 における C2 の接線の方程式は

y = (2β − 4)(x− β) + β2 − 4β + 4a

∴ y = (2β − 4)x− β2 + 4a …… 4⃝

である． 3⃝， 4⃝は一致するので{
2α = 2β − 4

−α2 = −β2 + 4a
∴

{
α− β = −2

(α− β)(α+ β) = −4a{
α− β = −2

α+ β = 2a

∴ α = a − 1, β = a + 1 ……（答）

である．
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(3) Q を通り y 軸に平行な直線の方程式は x = a で C1 C2 l
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ある．
C1, l, x = aで囲まれた図形の面積を S1，

C2, l, x = a で囲まれた図形の面積を S2 とおくと，
C1，C2 と lで囲まれた図形の面積 S は

S = S1 + S2

である．

S1 =

∫ a

α

{x2 − (2αx− α2)} dx

=

∫ a

α

(x− α)2 dx

=

[
(x− α)3

3

]a

α

=
(a− α)3

3

= 1
3

(∵ α = a− 1)

また

S2 =

∫ β

a

{(x2 − 4x+ 4a)− (2β − 4)x+ β2 − 4a)} dx

=

∫ β

a

(x− β)2 dx

=

[
(x− α)3

3

]β

a

=
(β − a)3

3

= 1
3

(∵ β = a+ 1)

であり，S1 = S2 である．
よって，Qを通り y 軸に平行な直線 x = aは，C1，C2 と lで囲まれた図形の面積 S を 2

等分する． …… (証明終わり)


