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a < 0, b > 0 とする．2つの曲線 C : y = 1
x2 + 1

と D : y = ax2 + b がある．い

ま，x > 0 で C と D が共有点をもち，その点における 2つの曲線の接線が一致して

いるとする．その共有点の x 座標を t とし，D と x 軸で囲まれた部分の面積を S と

する．以下の問いに答えよ．

(1) D と x 軸の交点の x座標を ±p とし，p > 0 とする．S を a と p を用いて表せ．

(2) a, b を t を用いて表せ．

(3) S を t を用いて表せ．

(4) t > 0 の範囲で，S が最大となるような D の方程式を求めよ．

(23 岡山大 理系 2)

【答】

(1) S = − 4
3
ap3

(2) a = − 1
(t2 + 1)2

，b = 2t2 + 1
(t2 + 1)2

(3) S =
4(2t2 + 1)

3
2

3(t2 + 1)2

(4) y = − 1
4
x2 + 3

4

【解答】

C : y = 1
x2 + 1

D : y = ax2 + b (a < 0, b > 0)

(1) D は上に凸な放物線であり，D と x 軸の交点の x 座標が

−p p

b

D

x

y

O

±p (p > 0)であるから，D と x 軸で囲まれた部分の面積 S は

S =

∫ p

−p

a(x+ p)(x− p) dx

= −a · {p− (−p)}3

6

= − 4
3
ap3 ……（答）

である．

(2) f(x) = 1
x2 + 1

, g(x) = ax2 + b とおくと

f ′(x) = −2x
(x2 + 1)2

, g′(x) = 2ax

である．x > 0 で C と D が共有点をもち，その点における 2つの曲線の接線が一致してい
る．共有点の x座標が tのとき{

f(t) = g(t)

f ′(t) = g′(t)
⇐⇒


1

t2 + 1
= at2 + b …… 1⃝

−2t
(t2 + 1)2

= 2at …… 2⃝

t \= 0 であり， 2⃝より

a = − 1
(t2 + 1)2

……（答）



2

このとき， 1⃝より

b = 1
t2 + 1

+ t2

(t2 + 1)2
=

2t2 + 1

(t2 + 1)2
……（答）

である．
(3) pは ax2 + b = 0 (a \= 0)の解であるから

p2 = − b
a

= − 2t2 + 1
(t2 + 1)2

· {−(t2 + 1)2} = 2t2 + 1

(1) より

S = − 4
3
ap3 = − 4

3
× −1

(t2 + 1)2
× (2t2 + 1)

3
2 =

4(2t2 + 1)
3
2

3(t2 + 1)2
……（答）

である．
(4) u = t2 とおき

S(u) =
4(2u+ 1)

3
2

3(u+ 1)2
(u > 0)

が最小となる a, bを求める．S(u)を uで微分すると

S′(u) = 4
3

·
3
2
(2u+ 1)

1
2 2 · (u+ 1)2 − (2u+ 1)

3
2 · 2(u+ 1)

(u+ 1)4

= 4
3

· 3(2u+ 1)
1
2 (u+ 1)− 2(2u+ 1)

3
2

(u+ 1)3

= 4
3

· (2u+ 1)
1
2 (−u+ 1)

(u+ 1)3

u > 0 における S(u) の増減は右のようになる．
u (0) · · · 1 · · ·

S′(u) + 0 −

S(u)

S は u = 1 で極大かつ最大となる．このとき，(2) より

a = − 1
4
, b = 3

4

よって，求める D の方程式は

y = − 1
4
x2 + 3

4
……（答）

である．


