
1

nを自然数とする． lim
x#»∞

xn

ex
= 0 がなりたつことを以下の手順で示そう．

(1) すべての実数 t に対して不等式 et > t がなりたつことを示せ．

(2) (1) の不等式において，t に適当な x と n の式を代入することにより，次を示せ：

「すべての正の実数 x に対して不等式 ex >
(

x
n+ 1

)n+1

がなりたつ．」

(3) (2) の結果を用いて， lim
x#»∞

xn

ex
= 0 がなりたつことを示せ．
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【答】

(1) 略
(2) 略
(3) 略

【解答】

(1) f(t) = et − tとおく．

f ′(t) = et − 1

f ′′(t) = et > 0

f ′(t)は単調増加であり，f ′(0) = e0 − 1 = 0である．
t · · · 0 · · ·

f ′(t) − 0 +

f(t) 1
f(x)の増減は右表となり，すべての実数 tに対して

f(t) ≧ 1 > 0 すなわち et > t

がなりたつ． …… (証明終わり)

(2) (1)の tに x
n+ 1

を代入すると

e
x

n+1 > x
n+ 1

が成り立ち，正の実数 xに対して

e
x

n+1 > x
n+ 1

> 0

が成り立つ．辺々n+ 1乗することにより，すべての正の実数 xに対して成り立つ不等式

ex >
(

x
n+ 1

)n+1

を得る． …… (証明終わり)

(3) x ##» ∞より x > 0としてよく

0 < xn

ex
< xn(

x
n+ 1

)n+1 =
(n+ 1)n+1

x
−→

(x#»∞)
0

はさみうちの原理により

lim
x#»∞

xn

ex
= 0

がなりたつ． …… (証明終わり)


