
1

以下の問いに答えよ．

(1) αを tanα = 3を満たすような π
2
より小さい正の数とする．定積分

∫ 3

1

1
(1 + x2)2

dx

を αの式で表せ．

(2) nを 2以上の自然数とする．定積分
∫ 2

1

x
(1 + x2)n

dxを nの式で表せ．

(3) 極限値 lim
n#»∞

∫ 2

1

(
2

1 + x2

)n

dxを求めよ．
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【答】

(1) α
2

+ sin 2α
4

− π
8

− 1
4

(2) 51−n − 21−n

2(1− n)

(3) 0

【解答】

(1) I1 =

∫ 3

1

1
(1 + x2)2

dxとおく．

x = tan θ とおくと

dx = 1
cos2 θ

dθ
x 1 −→ 3

θ π
4

−→ α

(ただし, α は tanα = 3 を満たすような π
2
より小さい正の数)

であるから

I1 =

∫ α

π
4

1
(1 + tan2 θ)2

· 1
cos2 θ

dθ

=

∫ α

π
4

cos4 θ · 1
cos2 θ

dθ

=

∫ α

π
4

1 + cos 2θ
2

dθ (∵ 半角の公式)

= 1
2

[
θ + sin 2θ

2

]α
π
4

= α
2

+ sin 2α
4

− π
8

− 1
4

……（答）

である．

(2) I2 =

∫ 2

1

x
(1 + x2)n

dxとおく．

I2 = 1
2

∫ 2

1

(1 + x2)′

(1 + x2)n
dx

= 1
2

[
(1 + x2)−n+1

−n+ 1

]2

1

(∵ n ≧ 2)

=
51−n − 21−n

2(1 − n)
……（答）

である．



2

(3) I3 =

∫ 2

1

(
2

1 + x2

)n

dxとおく．1 ≦ x ≦ 2より

2 ≦ 1 + x2 ≦ 5 ∴ 2
5

≦ 2
1 + x2 ≦ 1

∴
(
2
5

)n

≦
(

2
1 + x2

)n

(≦ 1n) …… 1⃝

である．また(
2

1 + x2

)n

≦ 2n · x
(1 + x2)n

…… 2⃝

でもある． 1⃝, 2⃝より(
2
5

)n

≦
(

2
1 + x2

)n

≦ 2n · x
(1 + x2)n

∴
∫ 2

1

(
2
5

)n

dx ≦ I3 ≦
∫ 2

1

2n · x
(1 + x2)n

dx

が成り立つ．∫ 2

1

(
2
5

)n

dx =
(
2
5

)n [
x
]2
1
=

(
2
5

)n

−→
(n#»∞)

0

∫ 2

1

2n · x
(1 + x2)n

dx = 2n · 51−n − 21−n

2(1− n)
(∵ (2))

= 1
1− n

{(
2
5

)n−1

− 1
}

−→
(n#»∞)

0

よって，はさみうちの原理より

lim
n#»∞

I3 = 0 ……（答）

である．


