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次の問いに答えなさい．

(1) 定積分 ∫ 1

−1

dt
1 + t2

を求めなさい．

(2) x > 0のとき，定積分∫ x

− 1
x

dt
1 + t2

を求めなさい．
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【答】

(1) π
2

(2) π
2

【解答】

I(x) =

∫ x

− 1
x

1
1 + t2

dt (x > 0)

とおく．

(1) I(1) =

∫ 1

−1

1
1 + t2

dt = 2

∫ 1

0

1
1 + t2

dtである．

t = tan θ とおくと

dt = 1
cos2 θ

dθ
t 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4

であるから

I(1) = 2

∫ π
4

0

1
1 + tan2 θ

· 1
cos2 θ

dθ

= 2

∫ π
4

0

dθ = 2
[
θ
]π

4

0

= 2 · π
4

= π
2

……（答）

(2) x > 0 のとき
t = tan θ とおくと

dt = 1
cos2 θ

dθ
t − 1

x
−→ x

θ α −→ β

ただし, tanα = − 1
x
, tanβ = x

(
− π

2
< α < 0 < β < π

2

)
と α, β をおくことができる．このとき

I(x) =

∫ β

α

1
1 + tan2 θ

· 1
cos2 θ

dθ

=

∫ β

α

dθ =
[
θ
]β
α

= β − α



2

である．ここで

tanα tanβ =
(
− 1

x

)
· x = −1

であり，tanα, tanβ を傾きにもつ直線を lα, lβ とおくと

lα ⊥ lβ ∴ β − α = π
2

よって

I(x) = π
2

……（答）

である．

• tanα tanβ = −1を解くと

sinα
cosα

sinβ
cosβ

= −1

sinα sinβ = − cosα cosβ

cos(β − α) = 0

− π
2

< α < 0 < β < π
2
より 0 < β − α < π であり

β − α = π
2

である．
• I(x)を微分すると

I ′(x) = 1
1 + x2 − 1

1 +
(
− 1

x

)2 ·
(
− 1

x

)′

= 1
1 + x2 − 1

1 +
(
− 1

x

)2 · 1
x2

= 1
1 + x2 − 1

x2 + 1

= 0

したがって，I(x)は xの値によらず一定であり

I(x) = I(1) = π
2

(∵ (1))

である．


