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以下の問いに答えよ．

(1)

∫ π

−π

sin2 x dx を求めよ．

(2)

∫ π

−π

sinx sin 2x dx を求めよ．

(3) m, n を自然数とする．
∫ π

−π

sinmx sinnx dx を求めよ．

(4)

∫ π

−π

(
2023∑
k=1

sin kx

)2

dx を求めよ．
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【答】

(1) π
(2) 0

(3)

∫ π

−π

sinmx sinnx dx =

{
π (m = n のとき)

0 (m \= n のとき)

(4) 2023π

【解答】

(1) 半角の公式を用いて，次数を下げると∫ π

−π

sin2 x dx =

∫ π

−π

1− cos 2x
2

dx

=
[
x
2

− sin 2x
4

]π
−π

=
π − (−π)

2

= π ……（答）

である．
(2) 積を和に直す公式を用いると∫ π

−π

sinx sin 2x dx = − 1
2

∫ π

−π

{cos(x+ 2x)− cos(x− 2x)} dx

= − 1
2

∫ π

−π

(cos 3x− cosx) dx

= − 1
2

[
sin 3x

3
− sinx

]π
−π

= 0 ……（答）

である．
(3) 積を和に直す公式より∫ π

−π

sinmx sinnx dx = − 1
2

∫ π

−π

{cos(m+ n)x− cos(m− n)x} dx …… 1⃝

である．m, nは自然数であるからm+n > 0であるが，m−nは整数である．m−n = 0, \= 0
で場合分けをする．
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( i ) m = n のとき， 1⃝は∫ π

−π

sinmx sinmxdx = − 1
2

∫ π

−π

(cos 2mx− 1) dx

= − 1
2

[
sin 2mx

2m
− x

]π
−π

= − 1
2
(−π + (−π))

= π

(ii) m \= n のとき， 1⃝は∫ π

−π

sinmx sinnx dx = − 1
2

[
sin(m+ n)x

m+ n
− sin(m− n)x

m− n

]π

−π

= 0

以上，( i )(ii)より∫ π

−π

sinmx sinnxdx =

{
π (m = n のとき)

0 (m \= n のとき)
……（答）

である．
(4) 与式は ∫ π

−π

(
2023∑
k=1

sin kx

)2

dx =

∫ π

−π

(sinx+ sin 2x+ sin 3x+ · · ·+ sin 2023x)2 dx

であり，被積分関数を展開すると，sinmx sinnxの和 (m, nの順序も区別すると 20232個の
和)と表される．それぞれの定積分を行うと，(3) からm = n の項のみが残る．したがって

(与式) =

∫ π

−π

(sin2 x+ sin2 2x+ sin2 3x+ · · ·+ sin2 2023x) dx

= π + π + π + · · ·+ π︸ ︷︷ ︸
2023 個

(∵ (3))

= 2023π ……（答）

である．


