
1

以下の問いに答えよ．ただし，eは自然対数の底とする．

(1) 等式 1
(ex + e−x)(1 + ex)(1 + e−x)

= a
ex + e−x + b

(1 + ex)(1 + e−x)
が xにつ

いての恒等式となる実数 a, bの値を求めよ．

(2) 定積分 I =

∫ 1

0

1
1 + x2 dxの値を求めよ．

(3) 定積分 J =

∫ log
√
3

0

1
ex + e−x dx の値を求めよ．

(4) 定積分K =

∫ log
√
3

0

1
(ex + e−x)(1 + ex)(1 + e−x)

dxの値を求めよ．
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【答】

(1) a = 1
2
, b = − 1

2

(2) I = π
4

(3) J = π
12

(4) K = π
24

− 2−
√
3

4

【解答】

(1) 左辺を変形すると

1
(ex + e−x)(1 + ex)(1 + e−x)

= 1
(ex + e−x)(ex + e−x + 2)

=
(

1
ex + e−x − 1

ex + e−x + 2

)
· 1
2

= 1
2

· 1
ex + e−x − 1

2
· 1
(1 + ex)(1 + e−x)

となるから， 1
(ex + e−x)(1 + ex)(1 + e−x)

= a
ex + e−x + b

(1 + ex)(1 + e−x)
が xについ

ての恒等式となる実数 a, bの値は

a = 1
2
, b = − 1

2
……（答）

である．

• 与式は
a(1 + ex)(1 + e−x) + b(ex + e−x) = 1

と変形される．これが x についての恒等式となるためには，x = 0, 1 を代入して{
4a+ 2b = 1

a(1 + e)(1 + e−1) + b(e+ e−1) = 1

が成り立つことが必要である．b = 1
2

− 2a

a(1 + e)(1 + e−1) +
(
1
2

− 2a
)
(e+ e−1) = 1



2

第 2式を解くと

a(1 + e−1 + e+ 1− 2e− 2e−1) = 1
2
(2− e− e−1)

a(2− e− e−1) = 1
2
(−e+ 2− e−1)

∴ a = 1
2

第 1式に代入して

b = − 1
2

このとき

(右辺) =

1
2

ex + e−x −
1
2

(1 + ex)(1 + e−x)

= 1
2

(1 + ex)(1 + e−x)− (ex + e−x)

(ex + e−x)(1 + ex)(1 + e−x)

= 1
2

(2 + ex + e−x)− (ex + e−x)

(ex + e−x)(1 + ex)(1 + e−x)

= 1
(ex + e−x)(1 + ex)(1 + e−x)

= (左辺)

であり，与式は x についての恒等式である (十分である)．
よって

a = 1
2
, b = − 1

2

である．

(2) I =

∫ 1

0

1
1 + x2 dx

x = tan θ とおくと

dx = 1
cos2 θ

dθ
x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4

であるから

I =

∫ π
4

0

1
1 + tan2 θ

· 1
cos2 θ

dθ =

∫ π
4

0

dθ =
[
θ
]π

4

0
= π

4
……（答）

である．

(3) J =

∫ log
√

3

0

1
ex + e−x dx

t = ex とおくと

dt = ex dx ∴ dx = dt
t

x 0 −→ log
√
3

t 1 −→
√
3

であるから

J =

∫ √
3

1

1
t+ t−1 · 1

t
dt =

∫ √
3

1

1
t2 + 1

dt



3

t = tan θ とおくと

dt = 1
cos2 θ

dθ
t 1 −→

√
3

θ π
4

−→ π
3

であるから

J =

∫ π
3

π
4

1
tan2 θ + 1

· 1
cos2 θ

dθ =

∫ π
3

π
4

dθ =
[
θ
]π

3

π
4

= π
12

……（答）

である．

(4) K =

∫ log
√
3

0

1
(ex + e−x)(1 + ex)(1 + e−x)

dx

(1)の結果を用いると

K = 1
2

∫ log
√

3

0

{
1

ex + e−x − 1
(1 + ex)(1 + e−x)

}
dx

= 1
2

{
J −

∫ log
√
3

0

1
(1 + ex)(1 + e−x)

dx

}

ここで，L =

∫ log
√
3

0

1
(1 + ex)(1 + e−x)

dx とおく．u = 1 + ex とおくと

du = ex dx
x 0 −→ log

√
3

u 2 −→ 1 +
√
3

であるから

L =

∫ 1+
√
3

2

1
u(1 + e−x)

1
ex

du

=

∫ 1+
√
3

2

1
u2 du

=
[
− 1

u

]1+√
3

2

= − 1

1 +
√
3

+ 1
2

= −
√
3− 1
3− 1

+ 1
2

=
2−

√
3

2

よって

K = 1
2

(
π
12

− 2−
√
3

2

)
= π

24
− 2 −

√
3

4
……（答）

である．


