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(1) u = cos θ, v = sin θ (0 ≦ θ < π)とする．点 (−1, 0)と (u, v)を通る直線を lと

し，lの傾きを tとする．

(a) 直線 lの方程式は y = t
(
x+ ア

)
である．また，u, vを tを用いて表すと

u =
イ − t2

ウ + t2
, v =

エ t

オ + t2

である．

(b) tを θを用いて表すと

t = tan

(
カ

キ
θ

)
である．したがって，

dθ
dt

=
ク

ケ + t2

となる．

(2) logを自然対数とする．このとき，∫ π
2

0

1
5 + 4 sinx+ 3 cosx

dx =
コ

サ

であり， ∫ π
3

0

1
1 + sinx+ cosx

dx = log

(
シ +

ス

セ

√
ソ

)
である．また，∫ π

4

0

sinx
sinx+ cosx

dx =
タ

チ
π −

ツ

テ
log 2,

∫ π
4

0

cosx
sinx+ cosx

dx =
ト

ナ
π +

ニ

ヌ
log 2

である．

(23 東京理大 薬 2)

【答】
ア
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1

コ

1

サ

6

シ
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ス

1

セ

3

ソ

3

タ

1

チ
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ツ

1

テ

4

ト
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ナ

8

ニ

1

ヌ
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【解答】



2

(1) (a) lは点 (−1, 0)を通る傾き tの直線であるから，lの方

−1

(u, v)

1

l

x

y

O

θ

θ
2

1程式は

y = t(x+ 1) …… 1⃝ ……（答）

である．また，(u, v)は l上の点であり，

u = cos θ, v = sin θ (0 ≦ θ < π)

であるから，原点 O(0, 0)を中心とする半径 1の半円

x2 + y2 = 1 (−1 < x ≦ 1, y ≧ 0) …… 2⃝

上の点でもある． 1⃝, 2⃝より

u2 + t2(u+ 1)2 = 1

u2 − 1 + t2(u+ 1)2 = 0

(u+ 1){u− 1 + t2(u+ 1)} = 0

(u+ 1){(1 + t2)u+ (t2 − 1)} = 0

−1 < u ≦ 1であるから

u = 1− t2

1+ t2
……（答）

1⃝に代入することにより

v = t
(
1− t2

1 + t2
+ 1

)
= 2t

1+ t2
……（答）

である．

(b) 中心角と円周角の関係より，lと x軸正方向のなす角は θ
2
であるから

t = tan
(
1
2
θ
)

……（答）

である．したがって

dθ
dt

= 1
dt
dθ

= 1
1

cos2 θ
2

· 1
2

= 2

1 + tan2 θ
2

= 2
1+ t2

……（答）

となる．
(2) t = tan x

2
とおくと，(1)の議論から

cosx = 1− t2

1 + t2
, sinx = 2t

1 + t2
, dx

dt
= 2

1 + t2
,

x 0 −→ π
2

t 0 −→ 1

であり ∫ π
2

0

1
5 + 4 sinx+ 3 cosx

dx

=

∫ 1

0

1

5 + 4 · 2t
1 + t2

+ 3 · 1− t2

1 + t2

· 2
1 + t2

dt

=

∫ 1

0

1
t2 + 4t+ 4

dt =

∫ 1

0

1
(t+ 2)2

dt

=
[
− 1

t+ 2

]1
0

= 1
6

……（答）
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である．

同じく，t = tan x
2
とおくと

x 0 −→ π
3

t 0 −→ 1√
3

であるから

∫ π
3

0

1
1 + sinx+ cosx

dx

=

∫ 1√
3

0

1

1 + 2t
1 + t2

+ 1− t2

1 + t2

· 2
1 + t2

dt

=

∫ 1√
3

0

1
1 + t

dt

=
[
log |1 + t|

] 1√
3

0

= log
(
1 + 1

3

√
3
)

……（答）

である．

また，J1 =

∫ π
4

0

sinx
sinx+ cosx

dx，J2 =

∫ π
4

0

cosx
sinx+ cosx

dx とおくと

J1 + J2 =

∫ π
4

0

sinx+ cosx
sinx+ cosx

dx =

∫ π
4

0

dx =
[
x
]π

4

0
= π

4

J1 − J2 =

∫ π
4

0

sinx− cosx
sinx+ cosx

dx =
[
− log | sinx+ cosx|

]π
4

0

= − log
√
2 = − 1

2
log 2

この 2式より

J1 = 1
8
π − 1

4
log 2, J2 = 1

8
π + 1

4
log 2 ……（答）

である．ｘ


