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以下の問に答えなさい．

(1)

∫ 1

0

1
1 + x2 dx = π

ア
である．

(2) 1
1 + x3 = 1

a

(
1

1 + x
− x+ b

x2 + cx+ d

)
と部分分数に分解するとき，a = イ ，

b = ウエ , c = オカ , d = キ である．

(3) I =

∫ 1

0

1
1 + x3 dx = 1

ク

log ケ + π√
コ

である．ただし，logは自

然対数とする．

(4) J =

∫ 1

0

1
(1 + x3)2

dx = 1

サ
+
シ

ス

log セ + π√
ソ

である．ただし，
logは自然対数とする．
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【答】
ア

4

イ

3

ウエ

−2

オカ

−1

キ

1

ク

3

ケ

2

コ

3

サ

6

シ

2

ス

9

セ

2

ソ

3

【解答】

(1) H =

∫ 1

0

1
1 + x2 dx とおく．

x = tan θ
(
− π

2
< θ < π

2

)
とおくと

dx = 1
cos2 θ

dθ
x 0 −→ 1

θ 0 −→ π
4

であるから

H =

∫ π
4

0

1
1 + tan2 θ

· dθ
cos2 θ

=

∫ π
4

0

dθ =
[
θ
]π

4

0
= π

4
……（答）

である．

(2) 1
1 + x3 = 1

a

(
1

1 + x
− x+ b

x2 + cx+ d

)
と部分分数に分解するとき

1
(1 + x)(x2 − x+ 1)

= 1
a

(x2 + cx+ d)− (x+ 1)(x+ b)

(x+ 1)(x2 + cx+ d)

∴ 1
x2 − x+ 1

= 1
a

(c− b− 1)x+ d− b

x2 + cx+ d

∴ a(x2 + cx+ d) = (x2 − x+ 1){(c− b− 1)x+ d− b}

∴ a(x2 + cx+ d) = (c− b− 1)x3 + (1− c+ d)x2 + (c− d− 1)x+ d− b

恒等式として成立する条件は，辺々の係数を比較して

(∗)


0 = c− b− 1 …… 1⃝
a = 1− c+ d …… 2⃝
ac = −(1− c+ d) …… 3⃝
ad = d− b …… 4⃝
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である． 2⃝, 3⃝より

ac = −a ∴ a(c+ 1) = 0

a \= 0とあわせると

c = −1 ∴ b = (−1)− 1 = −2 (∵ 1⃝)

このとき

(∗) ⇐⇒
{
a = d+ 2

ad = d+ 2

d = a− 2を第 2式に代入すると

a(a− 2) = (a− 2) + 2 ∴ a2 − 3a = 0

a \= 0より

a = 3 ∴ d = 1

よって

a = 3, b = −2, c = −1, d = 1 ……（答）

である．

• 1
1 + x3 = 1

(1 + x)(1− x+ x2)
より

1
1 + x3 =

p
x+ 1

+
qx+ r

x2 − x+ 1

が xの恒等式となる定数 p, q, r を求める．右辺を通分し，左辺の分子と比較すると

1 = p(x2 − x+ 1) + (qx+ r)(x+ 1)

∴ 1 = (p+ q)x2 + (−p+ q + r)x+ (p+ r)

これが x の恒等式となる条件は
p+ q = 0

−p+ q + r = 0

p+ r = 1

∴


q = −p

r = 1− p

−p+ (−p) + (1− p) = 0

∴ p = 1
3
, q = − 1

3
, r = 2

3

したがって

1
1 + x3 =

1
3

1 + x
+

− 1
3
x+ 2

3
1− x+ x2

= 1
3

(
1

1 + x
− x− 2

x2 − x+ 1

)
であり

1
1 + x3 = 1

a

(
1

1 + x
− x+ b

x2 + cx+ d

)
と比較すると，a = 3, b = −2, c = −1, d = 1 である．

(3) (2)より

I =

∫ 1

0

1
1 + x3 dx = 1

3

∫ 1

0

(
1

1 + x
− x− 2

x2 − x+ 1

)
dx

である．ここで∫ 1

0

dx
1 + x

=
[
log |1 + x|

]1
0
= log 2
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また ∫ 1

0

x− 2
x2 − x+ 1

dx =

∫ 1

0

1
2
(2x− 1)− 3

2
x2 − x+ 1

dx

= 1
2

∫ 1

0

(x2 − x+ 1)′

x2 − x+ 1
dx− 3

2

∫ 1

0

dx
x2 − x+ 1

= 1
2

[
log |x2 − x+ 1|

]1
0
− 3

2

∫ 1

0

dx(
x− 1

2

)2

+ 3
4

= 0− 3
2
K

K =

∫ 1

0

dx(
x− 1

2

)2

+ 3
4

とおいた


x− 1

2
=

√
3
2

tanφ
(
− π

2
< φ < π

2

)
とおくと

dx =

√
3
2

1
cos2 φ

dφ
x 0 −→ 1

φ − π
6

−→ π
6

であるから

− 3
2
K = − 3

2

∫ π
6

−π
6

4
3(tan2 φ+ 1)

·
√
3

2 cos2 φ
dφ

= −
√
3× 2

∫ π
6

0

dφ = −2
√
3
[
φ
]π

6

0
= −

√
3
3

π

である．したがって

I = 1
3

{
log 2−

(
−

√
3
3

π

)}
= 1

3

(
log 2 + π√

3

)
……（答）

である．
(4) I と J との関係を調べる．I を部分積分法を用いて変形すると

I =

∫ 1

0

1 · 1
1 + x3 dx

=
[
x · 1

1 + x3

]1
0

−
∫ 1

0

x · −3x2

(1 + x3)2
dx

= 1
2

+ 3

∫ 1

0

x3

(1 + x3)2
dx

= 1
2

+ 3

∫ 1

0

(1 + x3)− 1

(1 + x3)2
dx

= 1
2

+ 3

{∫ 1

0

1
1 + x3 dx−

∫ 1

0

1
(1 + x3)2

dx

}
= 1

2
+ 3(I − J)

となる．式を整理すると

3J = 1
2

+ 2I

∴ J = 1
6

+ 2
3
I = 1

6
+ 2

3
· 1
3

(
log 2 + π√

3

)
= 1

6
+ 2

9

(
log 2 + π√

3

)
……（答）

である．
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• 1
(1 + x3)2

を部分分数に分解すると次のようになる．

1
(1 + x3)2

=
p

x+ 1
+

q

(x+ 1)2
+ rx+ s

x2 − x+ 1
+ tx+ u

(x2 − x+ 1)2

が恒等式となる定数 p, q, r, s, t, uを求めると

1
(1 + x3)2

= 1
9

{
2

x+ 1
+ 1

(x+ 1)2
+ −2x+ 3

x2 − x+ 1
+ −3x+ 3

(x2 − x+ 1)2

}
となる．それぞれの項を積分していくと∫ 1

0

2
x+ 1

dx = 2 log 2 (∵ (3)の途中式)

∫ 1

0

1
(x+ 1)2

dx =
[
− (x+ 1)−1

]1
0
= 1

2∫ 1

0

−2x+ 3
x2 − x+ 1

dx =

∫ 1

0

−(2x− 1) + 2

x2 − x+ 1
dx = · · · = 4

√
3

9
π

∫ 1

0

−3x+ 3
(x2 − x+ 1)2

dx = · · · = 2
√
3

9
π + 1

(
∵ x− 1

2
=

√
3
2

tanφとおく
)

となるから

J = 1
9

{
2 log 2 + 1

2
+

4
√
3

9
π +

(
2
√
3

9
π + 1

)}
= 1

6
+ 2

9

(
log 2 + π√

3

)
である．


