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次の問いに答えよ．

(1) すべての実数 x に対して

sin 3x = 3 sinx− 4 sin3 x,

cos 3x = −3 cosx+ 4 cos3 x

が成り立つことを，加法定理と 2倍角の公式を用いて示せ．

(2) 実数 θ を， π
3

< θ < π
2
と cos 3θ = − 11

16
を同時に満たすものとする．このと

き，cos θ を求めよ．

(3) (2) の θ に対して，定積分
∫ θ

0

sin5 x dx を求めよ．
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【答】

(1) 略

(2) cos θ = 1
4

(3)

∫ θ

0

sin5 x dx = 1503
5120

【解答】

(1) 加法定埋と 2倍角の公式を用いると

sin 3x = sin(2x+ x)

= sin 2x cosx+ cos 2x sinx

= 2 sinx cos2 x+ (1− 2 sin2 x) sinx

= 2 sinx(1− sin2 x) + (1− 2 sin2 θ) sinx

= 3 sinx− 4 sin3 x …… (証明終わり)

cos 3x = cos(2x+ x)

= cos 2x cosx− sin 2x sinx

= (2 cos2 x− 1) cosx− 2 sin2 x cosx

= (2 cos2 x− 1) cosx− 2(1− cos2 x) cosx

= −3 cosx+ 4 cos3 x …… (証明終わり)

が成り立つ．
(2) (1)より

cos 3θ = − 11
16

4 cos3 θ − 3 cos θ + 11
16

= 0

43 cos3 θ − 3 · 42 cos θ + 11 = 0

(4 cos θ − 1)(16 cos2 θ − 4 cos θ − 11) = 0

∴ cos θ = 1
4
,

−1± 3
√
5

8

π
3

< θ < π
2
より， 1

2
> cos θ > 0であるから，cos θ の値は

cos θ = 1
4

……（答）

である．
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(3) (2) の θ に対して∫ θ

0

sin5 x dx =

∫ θ

0

(1− cos2 x)2 sinx dx

t = cosxとおくと

dt = − sinx dx
x 0 −→ θ

t 1 −→ 1
4

であるから ∫ θ

0

sin5 x dx =

∫ 1
4

1

(1− t2)2(−1) dt

=

∫ 1

1
4

(t4 − 2t2 + 1) dt

=
[
t5

5
− 2t3

3
+ t

]1
1
4

= 1
5

(
1− 1

45

)
− 2

3

(
1− 1

43

)
+ 1− 1

4

= 1023
5 · 210

− 2 · 63
3 · 26

+ 3
22

= 1023− 3360 + 3840
5 · 210

= 1503
5120

……（答）

が成立する．


