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負でない整数 n = 0, 1, 2, · · · と正の実数 x > 0 に対し，

In =

∫ x

0

tne−t dt

とおく．以下の問いに答えよ．

(1) I0, I1 を求めよ．

(2) n = 1, 2, 3, · · ·に対し，In と In−1 の関係式を求めよ．

(3) In (n = 0, 1, 2, · · ·) を求めよ．
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【答】

(1) I0 = 1− e−x，I1 = 1− (x+ 1)e−x

(2) In = nIn−1 − xne−x

(3) In = n!

(
1− e−x

n∑
k=0

xk

k!

)
(n ≧ 0)

【解答】

In =

∫ x

0

tne−t dt

(1) n = 0のとき

I0 =

∫ x

0

e−t dt =
[
− e−t

]x
0
= 1 − e−x ……（答）

である．n = 1のときは部分積分法を用いると

I1 =

∫ x

0

te−t dt

=
[
t · (−e−t)

]x
0
−

∫ x

0

1 · (−e−t) dt

= −xe−x +
[
− e−t

]x
0

= −xe−x − e−x + 1

= 1 − (x + 1)e−x ……（答）

である．
(2) 部分積分法を用いると

In =

∫ x

0

tne−t dt

=
[
tn · (−e−t)

]x
0
−

∫ x

0

ntn−1 · (−e−t) dt

= −xne−x + nIn−1

よって，In と In−1 の関係式は

In = nIn−1 − xne−x ……（答）

である．
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(3) (2)の結果式の辺々を n! で割ると

In
n!

=
In−1

(n− 1)!
− e−x xn

n!

n ≧ 1 のとき

In
n!

=
I0
0!

+
n∑

k=1

(
−e−x xk

k!

)
= 1− e−x − e−x

n∑
k=1

xk

k!

= 1− e−x x0

0!
− e−x

n∑
k=1

xk

k!

= 1− e−x
n∑

k=0

xk

k!

n = 0のときも成立する．
よって

In = n!

(
1 − e−x

n∑
k=0

xk

k!

)
(n ≧ 0) ……（答）

である．


