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0 以上の整数 nに対し，関数 fn(x) を

f0(x) = 1, f1(x) = x, fn+2(x) = 2xfn+1(x)−fn(x) (n = 0, 1, 2, · · ·)

により定める．

(1) 0 以上の整数 n と任意の実数 θ に対し，等式 fn(cos θ) = cosnθ が成り立つこと

を示せ．

(2) 自然数 p, q に対し，Ip, q =

∫ 1
2

− 1
2

f3p
′(x)f3q

′(x)
√
1− x2 dx を求めよ．ただし，

fn
′(x) は fn(x) の導関数である．

(23 山梨大 後 医 5)

【答】

(1) 略

(2) Ip, q =


3p2π
2

(p = q のとき)

0 (p \= q のとき)

【解答】
f0(x) = 1, f1(x) = x,

fn+2(x) = 2xfn+1(x)− fn(x) (n = 0, 1, 2, · · ·)

(1) 0 以上の整数 n と任意の実数 θ に対し，等式

fn(cos θ) = cosnθ …… (∗)
が成り立つことを整数 n についての数学的帰納法で示す．

( i ) n = 0, 1のとき

f0(cos θ) = 1 = cos(0 · θ)
f1(cos θ) = cos θ = cos(1 · θ)

であり，n = 0, 1のとき，任意の θ に対し (∗)が成り立つ．
(ii) n = k, k + 1での成立を仮定すると

fk+2(cos θ) = 2 cos θfk+1(cos θ)− fk(cos θ)

= 2 cos θ cos(k + 1)θ − cos kθ (∵ 帰納法の仮定)

= cos{(k + 1)θ + θ}+ cos{(k + 1)θ − θ} − cos kθ

(∵ 積を和に直す公式)

= cos(k + 2)θ + cos kθ − cos kθ

= cos(k + 2)θ

である．n = k + 2のときも任意の実数 θ に対し (∗)が成り立つ．

( i )，(ii)より 0 以上のすべての整数 nと任意の θ に対して (∗)が成り立つ．
…… (証明終わり)

(2) 自然数 p, q に対し

Ip, q =

∫ 1
2

− 1
2

f3p
′(x)f3q

′(x)
√

1− x2 dx

x = cos θ
(
π
3

≦ θ ≦ 2π
3

)
とおくと

dx = − sin θ dθ
x − 1

2
−→ 1

2

θ 2π
3

−→ π
3



2

であるから

Ip, q =

∫ π
3

2π
3

f3p
′(cos θ)f3q

′(cos θ)
√

1− cos2 θ · (− sin θ) dθ

=

∫ 2π
3

π
3

f3p
′(cos θ)f3q

′(cos θ) sin2 θ dθ

fn(cos θ) = cosnθ の辺々を θ で微分すると

fn
′(cos θ) · (− sin θ) = −n sinnθ ∴ fn

′(cos θ) = n sinnθ
sin θ

であるから

Ip, q =

∫ 2π
3

π
3

3p sin 3pθ
sin θ

· 3q sin 3qθ
sin θ

· sin2 θ dθ

= 9pq

∫ 2π
3

π
3

sin 3pθ · sin 3qθ dθ

=
9pq
2

∫ 2π
3

π
3

{cos(3pθ − 3qθ)− cos(3pθ + 3qθ)} dθ (∵ 積を差に直す公式)

=
9pq
2

∫ 2π
3

π
3

{cos 3(p− q)θ − cos 3(p+ q)θ} dθ

となる．

( i ) p = q の場合

Ip, q =
9p2

2

∫ 2π
3

π
3

(1− cos 6pθ) dθ

=
9p2

2

[
θ − sin 6pθ

6p

] 2π
3

π
3

=
9p2

2

{(
2π
3

− π
3

)
− 1

6p
(sin 4pπ − sin 2pπ)

}
=

9p2

2
· π
3

(∵ pは自然数)

=
3p2π
2

(ii) p \= q の場合

Ip, q =
9pq
2

[
sin 3(p− q)θ

3(p− q)
− sin 3(p+ q)θ

3(p+ q)

] 2π
3

π
3

=
9pq
2

{
sin 2(p− q)π − sin(p− q)π

3(p− q)
− sin 2(p+ q)π − sin(p+ q)π

3(p+ q)

}
= 0 (∵ p± q は 0でない整数)

よって

Ip, q =


3p2π
2

(p = q のとき)

0 (p \= q のとき)
……（答）

である．


