
1

n を自然数とし，定積分 In を

In =

∫ n

1

1
x(x2 + 1)

dx

と定める．以下の問いに答えよ．

(1) x ≧ 1 のとき，x + 1 ≦ x2 + 1 ≦ 2x2 であることを用いて，次の不等式を証明

せよ．

1
4

(
1− 1

n2

)
≦ In ≦ log

(
2n

n+ 1

)
(2) 1

x(x2 + 1)
= a

x
+ bx+ c

x2 + 1
が x についての恒等式となるように，定数 a, b, c

の値を定めよ．さらに，定積分 In を求めよ．

(3) 極限 lim
n→∞

In を求めよ．
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【答】

(1) 略

(2) a = 1，b = −1，c = 0，In = log

√
2n√

n2 + 1

(3) lim
n→∞

In = 1
2
log 2

【解答】

(1) x ≧ 1のとき，1 ≦ x ≦ x2 が成り立ち

x+ 1 ≦ x2 + 1 ≦ 2x2

が成り立つ．したがって

x(x+ 1) ≦ x(x2 + 1) ≦ 2x3

∴ 1
2x3 ≦ 1

x(x2 + 1)
≦ 1

x(x+ 1)

∴
∫ n

1

1
2x3 dx ≦

∫ n

1

1
x(x2 + 1)

dx ≦
∫ n

1

1
x(x+ 1)

dx

が成り立つ．ここで∫ n

1

1
2x3 dx =

[
1
2

· −1
2x2

]n
1

= 1
4

(
1− 1

n2

)
∫ n

1

1
x(x+ 1)

dx =

∫ n

1

(
1
x

− 1
x+ 1

)
dx =

[
log |x| − log |1 + x|

]n
1

= log n− log(n+ 1) + log 2 = log 2n
n+ 1

であるから

1
4

(
1− 1

n2

)
≦ In ≦ log

(
2n

n+ 1

)
が成り立つ． …… (証明終わり)



2

(2) 1
x(x2 + 1)

= a
x

+ bx+ c
x2 + 1

右辺を通分すると

(右辺) =
a(x2 + 1) + x(bx+ c)

x(x2 + 1)
=

(a+ b)x2 + cx+ a

x(x2 + 1)

左辺と分子を比較すると
a+ b = 0

c = 0

a = 1

∴ a = 1, b = −1, c = 0 ……（答）

である．したがって

In =

∫ n

1

(
1
x

− x
x2 + 1

)
dx =

[
log |x| − 1

2
log |x2 + 1|

]n
1

= logn− 1
2
log(n2 + 1) + 1

2
log 2

= log

√
2n√

n2 + 1
……（答）

である．
(3) (2)より

lim
n#»∞

In = lim
n#»∞

log

√
2n√

n2 + 1
= lim

n#»∞
log

√
2√

1 + 1
n2

= 1
2

log 2 ……（答）

である．


