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2つの関数
A
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x
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f(t) = 2 sin t+ sin 2t,

g(t) = 2 cos t− cos 2t

を用いて定義される座標平面上の曲線

x = f(t), y = g(t) (0 ≦ t ≦ π)

は右図のような概形をもつ．以下の問いに答えよ．この曲線

を C として，以下の問いに答えよ．

(1) {f ′(t)}2 + {g′(t)}2 を a cos2 bt (a, b は正の定数) の形に変形せよ．

(2) C 上で x 座標が最大となる点 A の座標と，対応する t の値 t0 を求めよ．

(3) 0 < t < π, t \= t0 を満たす t に対して，点 (f(t), g(t)) における C の接線の傾

きを m(t) とするとき，極限値 lim
t→t0

m(t) を求めよ．

(4) 曲線 C の長さ L を求めよ．

(5) 曲線 C と y 軸で囲まれた部分の面積 S を求めよ．
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【答】

(1) 16 cos2 3
2
t

(2) A

(
3
√
3

2
, 3

2

)
，t0 = π

3

(3) lim
t→t0

m(t) = 1√
3

(4) L = 8
(5) S = π

【解答】

C :

{
x = f(t) = 2 sin t+ sin 2t

y = g(t) = 2 cos t− cos 2t
(0 ≦ t ≦ π)

(1) f(t), g(t)を tで微分すると

f ′(t) = 2 cos t+ 2 cos 2t = 4 cos 3t
2

cos t
2

g′(t) = −2 sin t+ 2 sin 2t = 4 cos 3t
2

sin t
2

であり

{f ′(t)}2 + {g′(t)}2 = 16 cos2 3t
2

(
cos2 t

2
+ sin2 t

2

)
= 16 cos2 3

2
t ……（答）

である．
(2) 0 < t < π において，x′ = f ′(t) = 0 を満たすのは

t 0 · · · π
3

· · · π

f ′(t) + 0 −

f(t)

cos 3t
2

= 0 ∴ 3t
2

= π
2

∴ t = π
3

であり，0 ≦ t ≦ π における f(t) の増減は右表と
なる．

f
(
π
3

)
= 2 ·

√
3
2

+

√
3
2

=
3
√
3

2
,

g
(
π
3

)
= 2 · 1

2
−

(
− 1

2

)
= 3

2



2

であり，C 上で x座標が最大となる点 Aの座標と，対応する tの値 t0 は

A

(
3
√
3

2
, 3

2

)
, t0 = π

3
……（答）

である．
(3) 0 < t < π, t0 \= t0 のとき

m(t) =
dy
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
g′(t)

f ′(t)
=

4 cos 3t
2

sin t
2

4 cos 3t
2

cos t
2

= tan t
2

であるから

lim
t→t0

m(t) = lim
t→π

3

tan t
2

= tan π
6

= 1√
3

……（答）

である．
(4) 曲線 C の長さ Lは

L =

∫ π

0

√
{f ′(t)}2 + {g′(t)}2dt =

∫ π

0

√
16 cos2 3t

2
dt = 4

∫ π

0

cos 3t
2

dt

= 4

{∫ π
3

0

cos 3t
2

dt+

∫ π

π
3

(
− cos 3t

2

)
dt

}
= 4

([
2
3
sin 3t

2

]π
3

0
−

[
2
3
sin 3t

2

]π
π
3

)
= 4 · 2

3
{2 · 1− (−1)}

= 8 ……（答）

である．
(5) C と y 軸で囲まれた部分は右図の斜線部分であり，

A

−3

1

(t = π)

(t = 0)

(t = π
3
)

3
√
3

2

3
2
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O

t = 0, π
3
, π に対応する曲線上の点は右図となる．

0 ≦ x ≦ 3
√
3

2
の範囲で xを固定したとき，0 ≦ t ≦ π

3
，

π
3

≦ t ≦ πに対応するC上の点をそれぞれ (x, y1)，(x, y2)

とおく．dx = f ′(t) dt より

S =

∫ 3
√

3
2

0

(y1 − y2) dx

=

∫ π
3

0

g(t)f ′(t) dt−
∫ π

3

π

g(t)f ′(t) dt

=

∫ π
3

0

g(t)f ′(t) dt+

∫ π

π
3

g(t)f ′(t) dt

=

∫ π

0

(2 cos t− cos 2t) · 2(cos t+ cos 2t) dt

= 2

∫ π

0

(2 cos2 t+ cos 2t cos t− cos2 2t) dt

= 2

∫ π

0

(
2 · 1 + cos 2t

2
+ cos 3t+ cos t

2
− 1 + cos 4t

2

)
dt

=

∫ π

0

(1 + cos t+ 2 cos 2t+ cos 3t− cos 4t) dt

=
[
t+ sin t+ sin 2t+ sin 3t

3
− sin 4t

4

]π
0

= π ……（答）

である．


