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t ≧ 1
2
で定義された 2つの関数 f(t)，g(t) を

f(t) = t
√
t, g(t) =

√
t(2t− 1)

とする．座標平面上の曲線 C の方程式が，媒介変数 t を用いて

x = f(t), y = g(t)

と表されるとき，以下の問いに答えよ．

(1) 曲線 C と x 軸との共有点の座標を求めよ．

(2) 曲線 C と直線 y = x との共有点の座標を求めよ．

(3) 曲線 C は不等式 y ≦ x の表す領域に含まれることを示せ．

(4) 曲線 C 上の点
(
5
√
5, 3

√
5
)
における接線の方程式を求めよ．

(5) 曲線 C，直線 y = x および x 軸で囲まれた部分の面積 S を求めよ．
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【答】

(1)

( √
2
4

, 0

)
(2) (1, 1)

(3) 略

(4) y = 19
45

x+
8
√
5

9

(5) S = 1
10

【解答】

C :

{
x = f(t) = t

√
t

y = g(t) =
√

t(2t− 1)

(1) 曲線 C と x 軸との共有点においては

y = 0 ∴
√

t(2t− 1) = 0 ∴ t = 1
2

(
∵ t ≧ 1

2

)
である．このとき

x = f
(
1
2

)
= 1

2

√
1
2

=

√
2
4

であるから，曲線 C と x 軸の共有点の座標は( √
2
4

, 0

)
……（答）

である．
(2) 曲線 C と直線 y = x との共有点においては

f(t) = g(t) ∴ t
√
t =

√
t(2t− 1) …… 1⃝

t ≧ 1
2
であるから

1⃝ ⇐⇒ t =
√
2t− 1 ⇐⇒ t2 = 2t− 1

∴ (t− 1)2 = 0 ∴ t = 1

よって，曲線 C と直線 y = x の共有点の座標は

(f(1), g(1)) = (1, 1) ……（答）

である．



2

(3) C が不等式 y ≦ x を満たす領域に含まれるということは，曲線 C 上の点 (x, y)がつねに

y ≦ xを満たすということであり，t ≧ 1
2
において，つねに g(t) ≦ f(t)が成り立つという

ことである．

f(t)− g(t) =
√
t(t−

√
2t− 1) =

√
t(t2 − (2t− 1))

t+
√
2t− 1

=

√
t(t− 1)2

t+
√
2t− 1

≧ 0

よって，C は 不等式 y ≦ x を満たす領域に含まれる． …… (証明終わり)

(4) 曲線 C 上の点
(
5
√
5, 3

√
5
)
を与える tは{

t
√
t = 5

√
5√

t(2t− 1) = 3
√
5

⇐⇒
{
t3 = 53√

t(2t− 1) = 3
√
5

∴ t = 5

である．

f ′(t) = (t
3
2 )

′
= 3

2

√
t

g′(t) = 1
2
{t(2t− 1)}−

1
2 (4t− 1) = 4t− 1

2
√

t(2t− 1)

であり

dy
dx

=

dy
dt
dx
dt

=
g′(t)

f ′(t)
=

4t− 1

2
√

t(2t− 1)
3
2

√
t

= 4t− 1

3t
√
2t− 1

より，t = 5 における微分係数は

4 · 5− 1

3 · 5
√
2 · 5− 1

= 19
45

である．よって，曲線 C 上の点
(
5
√
5, 3

√
5
)
における接線の方程式は

y = 19
45

(x− 5
√
5) + 3

√
5

∴ y = 19
45

x +
8
√
5

9
……（答）

である．

(5) t ≧ 1
2
において，f(t), g(t) はともに単調増加で

(t = 1)

1

1

√
2
4

(
t = 1

2

)
y = x C

x

y

O

ある．また，(1)～(3)から曲線 C の概形は右図のよ
うになり，曲線 C，直線 y = x および x 軸で囲まれ
た部分は右図の斜線部分である．面積 S は

S = 1
2

· 12 −
∫ 1

√
2

4

y dx

= 1
2

−
∫ 1

1
2

g(t)f ′(t) dt

= 1
2

−
∫ 1

1
2

√
t(2t− 1) · 3

2

√
t dt

= 1
2

− 3
2

∫ 1

1
2

t
√
2t− 1 dt

√
2t− 1 = u とおくと

t = u2 + 1
2

∴ dt = u du
t 1

2
−→ 1

u 0 −→ 1



3

であるから

S = 1
2

− 3
2

∫ 1

0

u2 + 1
2

· u · u du = 1
2

− 3
4

∫ 1

0

(u4 + u2) du

= 1
2

− 3
4

[
u5

5
+ u3

3

]1
0
= 1

2
− 2

5

= 1
10

……（答）

である．


