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xyz 空間内で 4点 (0, 0, 0)，(1, 0, 0)，(1, 1, 0)，(0, 1, 0)を頂点とする正方形

の周および内部を K とし，K を x軸のまわりに 1回転させてできる立体を Kx，K

を y軸のまわりに 1回転させてできる立体をKy とする．さらに，Kx とKy の共通

部分を Lとし，KxとKy の少なくともどちらか一方に含まれる点全体からなる立体

をM とする．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) Kx の体積を求めよ．

(2) 平面 z = tがKx と共有点をもつような実数 tの値の範囲を答えよ．また，この

とき，Kx を平面 z = tで切った断面積 A(t)を求めよ．

(3) 平面 z = tが Lと共有点をもつような実数 tの値の範囲を答えよ．また，このと

き，Lを平面 z = tで切った断面積 B(t)を求めよ．

(4) Lの体積を求めよ．

(5) M の体積を求めよ．
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【答】

(1) π

(2) −1 ≦ t ≦ 1，A(t) = 2
√
1− t2

(3) −1 ≦ t ≦ 1，B(t) = 1− t2

(4) 4
3

(5) 2π − 4
3

【解答】

(1) 正方形の周および内部である図形 K は xy 平面上にあり，図示す
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ると，右図の斜線部分である．境界線を含む．
Kx は K を x 軸のまわりに 1 回転させてできる立体であるから，

Kx は底面の半径が 1，高さが 1の円柱である．
よって，Kx の体積は

π · 12 · 1 = π ……（答）

である．
(2) 直円柱 Kx を表す不等式は
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{
y2 + z2 ≦ 1

0 ≦ x ≦ 1

であり，平面 z = t が Kx と共有点をもつような実数 tの値
の範囲は

−1 ≦ t ≦ 1 ……（答）

である．Kx を平面 z = tで切った切り口は{
y2 + t2 ≦ 1

0 ≦ x ≦ 1
∴

{
−
√
1− t2 ≦ y ≦

√
1− t2

0 ≦ x ≦ 1
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で表される領域である．

√
1− t2

−
√
1− t2

1

1

−1

x

y

O

これを平面 z = t に図示すると，右図の斜線部分となる．よっ
て，断面積 A(t)は

A(t) = 2
√

1− t2 · 1

= 2
√

1 − t2 ……（答）

である．
(3) 直円柱 Ky を表す不等式は{

x2 + z2 ≦ 1

0 ≦ y ≦ 1

であり，平面 z = t が Ky と共有点をもつような実数 tの値の範囲は

−1 ≦ t ≦ 1

である．
Kx と Ky がともに平面 z = t と共有点をもつとき，L は平面 z = t と共有点をもつか

ら，求める t の範囲は

−1 ≦ t ≦ 1 ……（答）

t を −1 ≦ t ≦ 1 で固定すると，Ky を平面 z = t で
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切った切り口は{
−
√
1− t2 ≦ x ≦

√
1− t2

0 ≦ y ≦ 1

で表される領域であるから，Kx, Ky を平面 z = t

で切った断面を図示すると，右図となる．
よって，Lを平面 z = tで切った切口は図の二重

斜線部分であるから，断面積 B(t)は

B(t) =
(√

1− t2
)2

= 1 − t2 ……（答）

である．
(4) L の体積は∫ 1

−1

B(t) dt =

∫ 1

−1

(1− t2) dt =
{1− (−1)}3

6
= 4

3
……（答）

である．
(5) M の体積は，Kx と Ky の体積の和から，共通部分である L の体積を引いて求められる．

Ky の体積は Kx の体積と等しいから，求める体積は

π + π − 4
3

= 2π − 4
3

……（答）

である．


