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以下の問いに答えなさい．

(1) 定積分
∫ 2π

0

2θ sin2 θ dθを求めなさい．

(2) 定積分
∫ 2π

0

θ2 sin θ dθを，必要ならば部分積分を 2回行うことにより求めなさい．

(3) 定積分
∫ 2π

0

sin3 θ dθ を求めなさい．

(4) サイクロイド

2ππ

2

x

y

O

{
x = θ − sin θ

y = 1− cos θ

の 0 ≦ θ ≦ 2πの部分と x軸で囲まれた図形

をDとする．Dを y軸のまわりに 1回転し

てできる立体の体積 V を求めなさい．
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【答】

(1)

∫ 2π

0

2θ sin2 θ dθ = 2π2

(2)

∫ 2π

0

θ2 sin θ dθ = −4π2

(3)

∫ 2π

0

sin3 θ dθ

(4) V = 6π3

【解答】

(1) 半角の公式を用いると∫ 2π

0

2θ sin2 θ dθ =

∫ 2π

0

θ(1− cos 2θ) dθ

=
[
θ2

2

]2π
0

−
[
θ · sin 2θ

2

]2π
0

+

∫ 2π

0

1 · sin 2θ
2

dθ

= 2π2 − 0 +
[
− cos 2θ

4

]2π
0

= 2π2 ……（答）

である．
(2) 部分積分法を用いると∫ 2π

0

θ2 sin θdθ =
[
θ2(− cos θ)

]2π
0

−
∫ 2π

0

2θ · (− cos θ) dθ

= −4π2 +
[
2θ sin θ

]2π
0

+

∫ 2π

0

2 · (− sin θ) dθ

= −4π2 + 0 + 2
[
cos θ

]2π
0

= −4π2 ……（答）

である．
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(3) 置換積分法を用いると∫ 2π

0

sin3 θ dθ =

∫ 2π

0

(1− cos2 θ) sin θ dθ

= −
∫ 2π

0

(1− cos2 θ)(cos θ)′ dθ

= −
[
cos θ − cos3 θ

3

]2π
0

= 0

である．
(4) サイクロイド

2ππ

2

x

y

O

{
x = θ − sin θ

y = 1− cos θ

の 0 ≦ θ ≦ π に対応する部分が定める y の関数

x = f1(y) (0 ≦ y ≦ 2)

と，π ≦ θ ≦ 2π に対応する部分が定める y の関数

x = f2(y) (0 ≦ y ≦ 2)

を用いると

V =

∫ 2

0

π(f2(y))
2 dy −

∫ 2

0

π(f1(y))
2 dy

となる．y = 1− cos θ より dy = sin θ dθ であるから

V =

∫ π

2π

π(θ − sin θ)2 sin θ dθ −
∫ π

0

π(θ − sin θ)2 sin θ dθ

= −
∫ 2π

0

π(θ − sin θ)2 sin θ dθ

= −π

∫ 2π

0

(θ2 sin θ − 2θ sin2 θ + sin3 θ) dθ

= −π(−4π2 − 2π2 + 0) (∵ (1)，(2)，(3))

= 6π3 ……（答）

である．


