
1

関数

f(x) = cosx−
√
5 sinx− 3

√
2

2

について，以下の問いに答えよ．

(1) f(x)の最大値を求めよ．

(2)

∫ 2π

0

f(x) dxを求めよ．

(3) S(t) =

∫ t+π
3

t

f(x) dxとおく．このとき S(t)の最大値を求めよ．

(23 千葉大 7)

【答】

(1)
√
6 +

3
√
2

2

(2) 2
√
6 + 2

√
2π

(3)
√
6 +

√
2
2

π

【解答】

f(x) = cosx−
√
5 sinx− 3

√
2

2

(1) cosx−
√
5 sinx =

√
6

(
1√
6
cosx−

√
5√
6
sinx

)
=

√
6 cos (x+ α)

となる．ただし，αは cosα = 1√
6
，sinα =

√
5√
6

(
0 < α < π

2

)
を満たすものとする．

f(x) =
√
6 cos(x+ α)− 3

√
2

2

=
√
6 cos(x+ α)−

√
3
2

xは実数全体を動くから −1 ≦ cos(x+ α) ≦ 1であり

− 1−
√
3
2

≦ cos(x+ α)−
√
3
2

≦ 1−
√
3
2

∴ 0 ≦ cos(x+ α)−
√
3
2

≦ 1 +

√
3
2

である．よって，f(x)の最大値は
√
6

(
1 +

√
3
2

)
=

√
6 +

3
√
2

2
……（答）

である．
(2) 積分区間は 0 ≦ x ≦ 2π であり，このとき

1√
6

√
3

2

α π
6

−1 1

−1

1

x

y

O

α ≦ x+ α ≦ 2π + α

であるから

cos(x+ α)−
√
3
2

= 0

となるのは 0 < π
6

< α < π
2
に注意すると

x+ α = 2π ± π
6



2

であり

α ≦ x+ α ≦ 11
6

π, 13
6

π ≦ x+ α ≦ 2π + α のとき cos(x+ α)−
√
3
2

≦ 0

11
6

π ≦ x+ α ≦ 13
6

π のとき cos(x+ α)−
√
3
2

≧ 0

である．
x+ α = uとおくと

dx = du
x 0 −→ 2π

u α −→ 2π + α

であるから ∫ 2π

0

f(x) dx =

∫ 2π+α

α

√
6 cosu−

√
3
2

du

となる．ここで∫ 2π+α

α

cosu−
√
3
2

du

= −
∫ 11

6
π

α

(
cosu−

√
3
2

)
du+

∫ 13
6

π

11
6

π

(
cosu−

√
3
2

)
du−

∫ 2π+α

13
6

π

(
cosu−

√
3
2

)
du

= −
[
sinu−

√
3
2

u

] 11
6

π

α

+

[
sinu−

√
3
2

u

] 13
6

π

11
6

π

−
[
sinu−

√
3
2

u

]2π+α

13
6

π

= −2×
(
sin 11

6
π −

√
3
2

· 11
6

π

)
+

(
sinα−

√
3
2

α

)
+ 2×

(
sin 13

6
π −

√
3
2

· 13
6

π

)
−

{
sin(2π + α)−

√
3
2

(2π + α)

}
= −2×

(
− 1

2
− 11

√
3

12
π

)
+

( √
5√
6

−
√
3
2

α

)
+ 2×

(
1
2

− 13
√
3

12
π

)
−

{ √
5√
6

−
√
3
2

(2π + α)

}
= 2−

√
3
3

π +
√
3π

= 2 +
2
√
3

3
π

であるから ∫ 2π

0

f(x) dx =
√
6

(
2 +

2
√
3

3
π

)
= 2

√
6 + 2

√
2π ……（答）

である．

(3) S(t) =

∫ t+π
3

t

f(x) dx

x+ α = uとおくと

dx = du
x t −→ t+ π

3

u t+ α −→ t+ π
3

+ α

であるから

S(t) =

∫ t+π
3
+α

t+α

√
6 cosu−

√
3
2

du

g(u) =
√
6 cosu−

√
3
2

とおくと，y = g(u)のグラフは次図となる．



3

y = g(u)

−π
6

π
6

π

√
6 + 3

√
2

2

11
6
π 2π 13

6
π u

y

O

g(u)は周期 2π の関数であり，y = g(u)のグラフは直線 u = π に関して対称であるから，
S(t)の最大値は 0 ≦ t ≦ π の範囲で考えばよい．0 ≦ t ≦ π のとき

α ≦ t+ α ≦ π + α

α+ π
3

≦ t+ π
3

+ α ≦ 4
3
π + α < 4

3
π + π

2
= 11

6
π

であり

π
6

< α ≦ t+ α < t+ π
3

+ α < 11
6

π

である．したがって

S(t) = −
√
6

∫ t+π
3
+α

t+α

(
cosu−

√
3
2

)
du

= −
√
6

[
sinu−

√
3
2

t

]t+π
3
+α

t+α

= −
√
6

{
sin

(
t+ π

3
+ α

)
− sin (t+ α)−

√
3
2

· π
3

}
= −

√
6

{
2 cos

(
t+ π

6
+ α

)
sin π

6
−

√
3
6

π

}
= −

√
6

{
cos

(
t+ π

6
+ α

)
−

√
3
6

π

}
となる．0 ≦ t ≦ πより π

6
+α ≦ t+ π

6
+α ≦ 7

6
π+αであり， π

6
< α < π

2
であるから

π
6

+ π
6

< π
6

+ α < π
6

+ π
2

∴ π
3

< π
6

+ α < 2
3
π,

7
6
π + π

6
< 7

6
π + α < 7

6
π + π

2
∴ 4

3
π < 7

6
π + α < 5

3
π

であり，cos
(
t+ π

6
+ α

)
= −1となる tが存在する

(
t = 5

6
π − α

)
．

よって，S(t)の最大値は

−
√
6

{
(−1)−

√
3
6

π

}
=

√
6 +

√
2
2

π ……（答）

である．


