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n を 2以上の自然数とする．x > 0 において関数 fn(x) を，

fn(x) = xn−1e−x

と定義する．また，関数 fn(x) の最大値を mn とする．

(1) mn を n を用いて表せ．

(2) x > 0であるとき，xfn(x) ≦ mn+1 が成り立つことを利用して，極限値 lim
x#»∞

fn(x)

を求めよ．

a を正の実数とするとき，x に関する方程式

x = aex …… 1⃝

を考える．

(3) 方程式 1⃝における正の実数解の個数を調べよ．

以下，方程式 1⃝が，相異なる 2つの正の実数解 α, β を持ち，β − α = log 2をみ

たす場合を考える．

(4) α, β, a を求めよ．

(5) xy平面上において y = f2(x) と y = a で囲まれた領域の面積を求めよ．
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【答】

(1) mn =
(
n− 1
e

)n−1

(2) lim
x#»∞

fn(x) = 0

(3) 0 < a < 1
e
のとき 2個，a = 1

e
のとき 1個，a > 1

e
のとき 0個

(4) α = log 2, β = 2 log 2, a =
log 2
2

(5) 1
4

− 1
2
(log 2)2

【解答】
fn(x) = xn−1e−x (x > 0)

(1) 微分すると

fn
′(x) = (n− 1)xn−2 · e−x + xn−1 · e−x(−1)

= (n− 1− x)xn−2e−x

x > 0における増減は下表となる．

x (0) · · · n− 1 · · ·

fn
′(x) + 0 −

fn(x) (0)

よって，x > 0における最大値mn は

mn = fn(n− 1) = (n− 1)n−1e−(n−1) =
(
n − 1

e

)n−1

……（答）

である．
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(2) x > 0のとき

xfn(x) = xne−x = fn+1(x) ≦ mn+1 (ヒントの式を確認した)

が成り立つ．fn(x) > 0でもあるから

0 < fn(x) <
mn+1

x

mn+1 は定数であり

lim
x#»∞

mn+1

x
= 0

である．はさみうちの原理より

lim
x#»∞

fn(x) = 0 ……（答）

である．
(3) x = aex …… 1⃝
を変形すると

xe−x = a ∴ f2(x) = a

(1)，(2)より

y = a

x

y

O 1

1
e

y = f2(x)m2 = f2(1) =
1
e
, lim

x#»∞
f2(x) = 0

であり，y = f2(x)のグラフは右図となる．
方程式 1⃝における正の実数解の個数は y = f2(x)

と y = a (a > 0)の交点の個数と一致するから，求
める個数は

0 < a < 1
e
のとき, 2個

a = 1
e
のとき, 1個 ……（答）

a > 1
e
のとき, 0個

である．
(4) α, β は方程式 1⃝の相異なる 2つの正の実数解であり，β − α = log 2をみたすから

α = aeα

β = aeβ

β − α = log 2

⇐⇒


β = α+ log 2 …… 2⃝
α = aeα …… 3⃝
α+ log 2 = aeα+log 2 …… 4⃝

を満たす． 4⃝の右辺を変形すると

aeα+log 2 = aeαelog 2 = α · 2 (∵ 3⃝)

であるから， 4⃝は

α+ log 2 = 2α ∴ α = log 2 ……（答）

2⃝に代入すると

β = 2 log 2 ……（答）

また

a = α
eα

=
log 2

elog 2
=

log 2
2

……（答）

である．
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(5) y = f2(x) と y = a で囲まれた領域は右図の斜

y = log 2
2

x

y

O 1

1
e

y = f2(x)

α β

線部分であり，面積 S は

S =

∫ β

α

{f2(x)− a} dx

=

∫ β

α

{xe−x − a} dx

=
[
− (x+ 1)e−x − ax

]β
α

= −(β + 1)e−β + (α+ 1)e−α − a(β − α)

= −(2 log 2 + 1)e−2 log 2 + (log 2 + 1)e− log 2 − log 2
2

(2 log 2− log 2) (∵ (2))

= − 1
4
(2 log 2 + 1) + 1

2
(log 2 + 1)− 1

2
(log 2)2

= 1
4

− 1
2
(log 2)2 ……（答）

である．


