
1

関数 f(x) = e−x sin 2x について以下の問に答えよ．

(1) f(x) の導関数を求めよ．

(2) f(x)
(
0 ≦ x ≦ π

2

)
が x = a で最大となるとき，tan a を求めよ．

(3) I =

∫ π
2

0

f(x) dx とすると I = 2

∫ π
2

0

e−x cos 2x dx となることを示せ．

(4) 定積分
∫ π

2

0

f(x) dx を求めよ．
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【答】

(1) f ′(x) = e−x(2 cos 2x− sin 2x)

(2) tan a =

√
5− 1
2

(3) 略

(4)

∫ π
2

0

f(x) dx = 2
5
(e−

π
2 + 1)

【解答】
f(x) = e−x sin 2x

(1) 積の微分法を用いると

f ′(x) = −e−x · sin 2x+ e−x · (cos 2x · 2)

= e−x(2 cos 2x − sin 2x) ……（答）

である．
(2) (1)の式を合成すると

f ′(x) = e−x
√
5

(
2√
5
cos 2x− 1√

5
sin 2x

)
= e−x

√
5 cos(2x+ α)

と表すことができる．ここで αは，cosα = 2√
5
, sinα = 1√

5
をみたす 0 < α < π

2
の範

囲の定角とする．
0 ≦ x ≦ π

2
より α ≦ 2x + α ≦ π + αであり，f ′(x)の符号は 2x + α = π

2
，すなわち

x = π − 2α
4

で正から負に変わる．したがって，f(x)は x = π − 2α
4

で極大かつ最大とな

るから，a = π − 2α
4

であり

tan a = tan π − 2α
4

=
tan π

4
− tan 2α

1 + tan π
4

tan 2α
=

1− tan α
2

1 + tan α
2

ここで

tan2 α
2

=
sin2 α

2
cos2 α

2

= 1− cosα
1 + cosα

=

1− 2√
5

1 + 2√
5

=

√
5− 2√
5 + 2

= (
√
5− 2)2

tan α
2

> 0より

tan α
2

=
√
5− 2



2

であり

tan a =
1− (

√
5− 2)

1 + (
√
5− 2)

=
3−

√
5√

5− 1
=

(3−
√
5)(

√
5 + 1)

5− 1

=
−2 + 2

√
5

4
=

√
5 − 1
2

……（答）

である．
(3) 部分積分法を用いると

I =

∫ π
2

0

f(x) dx =

∫ π
2

0

e−x sin 2x dx

=
[
− e−x sin 2x

]π
2

0
+

∫ π
2

0

e−x cos 2x · 2 dx

= 2

∫ π
2

0

e−x cos 2x dx

である． …… (証明終わり)

(4) (3)の結果をさらに部分積分すると

I = 2
[
− e−x cos 2x

]π
2

0
+ 2

∫ π
2

0

e−x(− sin 2x) · 2 dx

= 2(e−
π
2 + 1)− 4I

∴ (1 + 4)I = 2(e−
π
2 + 1)

である．よって∫ π
2

0

f(x) dx = I = 2
5
(e−π

2 + 1) ……（答）

である．


