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x の範囲を 0 < x < π
2
, a を正の定数とする．また，次のように x に関する条件

p, q を定める．

条件 p : (x− a)2
(
x− 1

a

)
≧ 0

条件 q : −1 < log(cos x)

(
8 cos3 x− 8 cosx+ 1

cosx

)
< 0

以下の問いに答えよ．

(1) cos 4x− cosx を 2つの三角関数の積の形に変形し，cos 4x ≦ cosx を満たす x の

値の範囲を求めよ．

(2) 条件 p を満たす x の範囲を a を用いて表せ．

(3) cos 4x を cosx を用いて表せ．また，条件 q を満たす x の値の範囲を求めよ．

(4) 命題「q ⇒ p」が，0 < x < π
2
のすべての x に対して成り立つような a の値の

範囲を求めよ．

(23 公立はこだて未来大 シス情 4)

【答】

(1) cos 4x− cosx = −2 sin 5x
2

sin 3x
2

, 0 < x ≦ 2π
5

(2)


0 < a ≦ 2

π
のとき x = a

2
π

< a < 1のとき x = aまたは 1
a

≦ x < π
2

1 ≦ aのとき 1
a

≦ x < π
2

(3) cos 4x = 8 cos4 x− 8 cos2 x+ 1, 2π
5

< x < π
2

(4) 5
2π

≦ a

【解答】
0 < x < π

2
, a > 0

条件 p : (x− a)2
(
x− 1

a

)
≧ 0

条件 q : −1 < log(cos x)

(
8 cos3 x− 8 cosx+ 1

cosx

)
< 0

(1) 差を積に直す公式より

cos 4x− cosx = −2 sin 4x+ x
2

sin 4x− x
2

= −2 sin 5x
2

sin 3x
2
……（答）

となる．したがって

cos 4x ≦ cosx ⇐⇒ −2 sin 5x
2

sin 3x
2

≦ 0

0 < x < π
2
より，0 < 5x

2
< 5π

4
，0 < 3x

2
< 3π

4
であり，sin 3x

2
> 0が成り立つから，

求める xの値の範囲は

sin 5x
2

≧ 0

∴ 0 < 5x
2

≦ π ∴ 0 < x ≦ 2π
5

……（答）

である．



2

(2) まずは，0 < x < π
2
を無視して，条件 pを満たす xの範囲を求める．

a, 1
a
の大小により場合分けする．a > 0であるから，a, 1

a
の大小は aと 1の大小によ

り決まる．

a 1
a

1

( i ) 0 < a < 1のとき

x = a または 1
a

≦ x

x

y

O
1

(ii) a = 1のとき

1 ≦ x

x

y

O a1
a

1

(iii) 1 < aのとき

1
a

≦ x

x

y

O

つぎに，0 < x < π
2
も考慮する．

( i ) 0 < a < 1のとき
π
2

≦ 1
a

(
0 < a ≦ 2

π

)
のとき， x = a

1
a

< π
2

(
2
π

< a < 1
)
のとき， x = aまたは 1

a
≦ x < π

2

(ii) a = 1のとき 1 ≦ x < π
2

(iii) 1 < aのとき 1
a

≦ x < π
2

以上，( i )，(ii)，(iii)をまとまると
0 < a ≦ 2

π
のとき x = a

2
π

< a < 1のとき x = aまたは 1
a

≦ x < π
2

1 ≦ aのとき 1
a

≦ x < π
2

……（答）

である．
(3) 2倍角の公式を用いると

cos 4x = 2 cos2 2x− 1

= 2(2 cos2 x− 1)2 − 1

= 2(4 cos4 x− 4 cos2 x+ 1)− 1

= 8 cos4 x − 8 cos2 x + 1 …… 1⃝ ……（答）

である．
条件 qを満たす xの範囲を求める．0 < x < π

2
のもとで，底 cosxはつねに 0 < cosx < 1

を満たす．真数条件は

8 cos3 x− 8 cosx+ 1
cosx

> 0

∴ cos 4x
cosx

> 0 (∵ 1⃝) ∴ cos 4x > 0

である．0 < 4x < 2π であるから

0 < 4x < π
2
または 3π

2
< 4x < 2π

∴ 0 < x < π
8
または 3π

8
< x < π

2
…… 2⃝



3

である． 2⃝を満たすとき，条件 q の不等式は

1
cosx

> 8 cos3 x− 8 cosx+ 1
cosx

> 1

1 > cos 4x > cosx (∵ 1⃝, cosx > 0)

2⃝のとき 1 > cos 4xはつねに成り立つから，cos 4x > cosxを解けばよい．(1)と同じよう
に変形すると

cos 4x > cosx ⇐⇒ −2 sin 5x
2

sin 3x
2

> 0

2⃝のとき sin 3x
2

> 0であるから

sin 5x
2

< 0

2⃝のとき 0 < 5x
2

< 5π
16
または 15π

16
< 5x

2
< 5π

4
であるから

π < 5x
2

< 5π
4

∴ 2π
5

< x < π
2

……（答）

である．
(4) 命題「q ⇒ p」すなわち

2π
5

< x < π
2

⇒


0 < a ≦ 2

π
のとき x = a

2
π

< a < 1のとき x = a または 1
a

≦ x < π
2

1 ≦ aのとき 1
a

≦ x < π
2

が 0 < x < π
2
のすべての xに対して成り立つ aの値の範囲は

1
a

≦ 2π
5

∴ 5
2π

≦ a ……（答）

である．


