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平面上の 2つの円が直交するとは，2つの円が 2点で交わり，各交点において 2つ

の円の接線が互いに直交することである．以下の問いに答えよ．

(1) C1, C2 は半径がそれぞれ r1, r2 の円とする．C1 の中心と C2 の中心の間の距

離を d とする．C1 と C2 が直交するための必要十分条件を d, r1, r2 の関係式で

表せ．

(2) p, r1, r2 は p > r1 + r2, r1 > 0, r2 > 0 を満たす実数とする．座標平面上におい

て，原点 Oを中心とする半径 r1 の円を C1，点 (p, 0) を中心とする半径 r2 の円

を C2 とする．C1 と C2 のいずれにも直交する円の中心の軌跡を求めよ．

(3) 互いに外部にある 3つの円の中心が一直線上にないとき，それら 3つの円のいず

れにも直交する円がただ 1つ存在することを示せ．

(23 熊本大 医 4)

【答】

(1) r1
2 + r2

2 = d2

(2) 直線 x =
p2 + r1

2 − r2
2

2p

(3) 略

【解答】

(1) 2つの円 C1，C2 の中心をそれぞれ O1, O2

O1

T1

T2

O2

r1 r2

d

円 C1 円 C2

とおく．
2つの円 C1，C2 が直交するとは，2つの円

が 2点で交わり，各交点において 2つの円の接
線が互いに直交することである．
C1, C2 の 2交点を T1, T2 とおくと，求め

る条件は，△T1O1O2(および △T2O1O2) が，
O1O2 を斜辺とする直角三角形となることであ
る．O1T1 = r1, O2T1 = r2, O1O2 = dであ
るから，これは

r1
2 + r2

2 = d2 ……（答）

と表すことができる．
(2) C1 : x2 + y2 = r1

2 (r1 > 0)

C2 : (x− p)2 + y2 = r2
2 (p > r1 + r2, r2 > 0)

C1 と C2 のいずれにも直交する円 C の中心の座標を (s, t)，半径を r とおくと，中心の
軌跡は {

r2 + r1
2 = s2 + t2 …… 1⃝

r2 + r2
2 = (s− p)2 + t2 …… 2⃝

を満たす正の実数 r が存在するような点 (s, t)の集合である．

「 1⃝ かつ 2⃝」⇐⇒
{
t2 = r2 + r1

2 − s2

r2 + r2
2 = (s− p)2 + (r2 + r1

2 − s2)

⇐⇒
{
t2 = r2 + r1

2 − s2

2ps = p2 + r1
2 − r2

2

⇐⇒


s =

p2 + r1
2 − r2

2

2p
…… 3⃝ (∵ p > r1 + r2 > 0)

r2 = t2 − r1
2 +

(
p2 + r1

2 − r2
2

2p

)2

…… 4⃝
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ここで， 4⃝を整理すると

r2 = t2 +

(
p2 + r1

2 − r2
2

2p
− r1

)(
p2 + r1

2 − r2
2

2p
+ r1

)
= t2 +

p2 + r1
2 − r2

2 − 2pr1
2p

· p2 + r1
2 − r2

2 + 2pr1
2p

= t2 +
{(p− r1)

2 − r2
2}{(p+ r1)

2 − r2
2}

4p2

= t2 +
(p− r1 − r2)(p− r1 + r2)(p+ r1 − r2)(p+ r1 + r2)

4p2

p > r1 + r2 より，任意の実数 tに対して 4⃝の右辺はつねに正である．したがって，任意の
実数 tに対して正の実数 r はつねに存在する．
よって，求める軌跡は

直線 x =
p2 + r1

2 − r2
2

2p
……（答）

である．
(3) 互いに外部にある 3つの円を C1, C2, C3 とおき，その中心をそれぞれ O1, O2, O3，半
径をそれぞれ r1, r2, r3 とおく．
(2)より，C1 と C2 のいずれにも直交する円の中心は線分 O1O2 に垂直なある直線上にあ

る．この直線を lとおく．同じく，C2 と C3 のいずれにも直交する円の中心は線分 O2O3 に
垂直なある直線上にある．この直線をmとおく．
3つの円の中心O1, O2, O3は一直線上にないから，線分O1O2，O2O3は平行でない．し

たがって，l, mも平行でなく，l, mは 1点で交わる．この交点を Pとおく．
Pを中心とする C1 と C2 のいずれにも直交する円の半径を r12 とおくと，この円は C2 と

直交するから，(1)より

r2
2 + r12

2 = PO2
2 …… 5⃝

が成り立つ．同じく，Pを中心とする C2 と C3 のいずれにも直交する円の半径を r23 とおく
と，この円は C2 と直交するから，(1)より

r2
2 + r23

2 = PO2
2 …… 6⃝

が成り立つ． 5⃝, 6⃝の辺々を引くと

r12
2 − r23

2 = 0 ∴ (r12 + r23)(r12 − r23) = 0

r12, r23 は正の数であるから

r12 = r23

である．したがって，Pを中心とする C1 と C2 のいずれにも直交する円と Pを中心とする
C2 と C3 のいずれにも直交する円は一致する．
よって，3つの円 C1, C2, C3 のいずれにも直交する円はただ 1つ存在する．

…… (証明終わり)


