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△ABC において辺 AB を 2 : 3に内分する点を Pとする．辺 AC上に 2点 A, Cの

いずれとも異なる点 Qをとる．線分 BQと線分 CPとの交点を Rとし，直線 ARと

辺 BCとの交点を Sとする．

以下の問題において比を解答する場合は，最も簡単な整数の比で答えよ．

(1) 点 Qは辺 ACを 1 : 2に内分する点とする．このとき，点 Sは辺 BCを

ア : イ に内分する点である．

AB = 5 とし，△ABCの内接円が辺 AB，辺 ACとそれぞれ点 P，点 Qで接し

ているとする．AQ = ウ であることに注意すると，BC = エ であり，

オ であることがわかる．

オ の解答群

0 点 Rは△ABCの内心

1 点 Rは△ABCの重心

2 点 Sは△ABCの内接円と辺 BCとの接点

3 点 Sは点 Aから辺 BCに下した垂線と辺 BCとの交点

(2) △BPR と △CQR の面積比について考察する．

( i ) 点 Qは辺 ACを 1 : 4に内分する点とする．このとき，点 Rは，線分 BQを

カキ : ク に内分し，線分 CPを ケコ : サ に内分する．

したがって

△CQRの面積
△BPRの面積

=
シス

セ

である．

(ii)
△CQRの面積
△BPRの面積

= 1
4
のとき，点 Qは辺 ACを ソ : タ に内分する

点である．
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【答】
ア

3

イ

4

ウ

2

エ

7

オ

2

カキ

15

ク

8

ケコ

20

サ

3

シス

32

セ

9

ソ

5

タ

3

【解答】

(1) チェバの定理より
A

B C

P
Q

S

R

2⃝

3⃝

1⃝

2⃝

BS
SC

· CQ
QA

· AP
PB

= 1

BS
SC

· 2
1

· 2
3

= 1

∴ BS
SC

= 3
4

∴ BS : SC = 3 : 4 …… 1⃝ ……（答）

である．
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AB = 5の△ABCの内接円が辺 AB，辺 ACとそれ A

B C

P
Q

S

R

2

3

1⃝

2⃝

| |

||

|| ◦

◦

ぞれ点 P，点 Qで接している．AP : PB = 2 : 3 であ
るから

AP = 2, BP = 3

である．

AQ = AP = 2 ……（答）

であることに注意すると

CQ = 2AQ (∵ AQ : QC = 1 : 2)

= 2× 2

= 4

である．よって

BC = BP+ CQ = 3 + 4 = 7 ……（答）

であり，辺BC上の接点はBCをBP : CQ = 3 : 4に内分している． 1⃝より，この接点は Sと

一致する．すなわち，点 Sは△ABCの内接円と辺 BCの接点 である ( 2 ) ……（答）

ことがわかる．
(2) ( i ) △ABQ と直線 PC にメネラウスの定理を用い

A

B C

P
Q

S

R

2⃝

3⃝

1⃝

4⃝

ると

BR
RQ

· QC
CA

· AP
PB

= 1

BR
RQ

· 4
5

· 2
3

= 1

∴ BR
RQ

= 15
8

∴ BR : RQ = 15 : 8

点 Rは線分 BQを 15 : 8に内分している．
……（答）

また，△ACPと直線 BQにメネラウスの定理を用いると

CR
RP

· PB
BA

· AQ
QC

= 1

CR
RP

· 3
5

· 1
4

= 1

∴ CR
RP

= 20
3

∴ BR : RQ = 20 : 3

点 Rは線分 CPを 20 : 3に内分している． ……（答）
したがって

△CQRの面積
△BPRの面積

=
CR · RQ
BR · RP

= CR
RP

· RQ
BR

= 20
3

· 8
15

= 32
9

……（答）

である．
(ii) Qは辺 AC上の点であり，2点 A，Cのいずれとも異なるから，0 < t < 1を満たす実
数 tを用いて

AQ : QC = t : 1− t

と表すことができる．( i )と同じようにして，
△CQRの面積
△BPRの面積

を tで表す．
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△ABQと直線 PCにメネラウスの定理を用いると

A

B C

P

Q

S

R

2⃝

3⃝

t⃝

�� ��1− t

BR
RQ

· QC
CA

· AP
PB

= 1

BR
RQ

· 1− t
1

· 2
3

= 1

∴ BR
RQ

= 3
2(1− t)

また，△ACPと直線 BQにメネラウスの定理を用い
ると

CR
RP

· PB
BA

· AQ
QC

= 1

CR
RP

· 3
5

· t
1− t

= 1

∴ CR
RP

=
5(1− t)

3t

したがって

△CQRの面積
△BPRの面積

=
CR · RQ
BR · RP

= CR
RP

· RQ
BR

=
5(1− t)

3t
· 2(1− t)

3
=

10(1− t)2

9t

である．
△CQRの面積
△BPRの面積

= 1
4
となる tの値は

10(1− t)2

9t
= 1

4

40(1− 2t+ t2) = 9t

40t2 − 89t+ 40 = 0

(5t− 8)(8t− 5) = 0

0 < t < 1より

t = 5
8

である．よって

AQ : QC = 5
8

:
(
1− 5

8

)
= 5 : 3 ……（答）

である．


