
1

1辺の長さが 2の正三角形とその内接円の接点を A，B，Cとする．点 Pが内接円

の円周上にあるとき，以下の設問に答えよ．

(1) 内接円の中心を Oとするとき，線分 OAの長さを求めよ．

(2)
#   »

PA · #   »

PB +
#   »

PB · #   »

PC +
#   »

PC · #   »

PAの値を求めよ．

(3) | #   »

PA|2 + | #   »

PB|2 + | #   »

PC|2 の値を求めよ．
(4) 点 Pが円周上を動くとき，

#   »

PA · #   »

PBの最大値および最小値を求めよ．

(23 関西医大 3)

【答】

(1) OA =

√
3
3

(2) 1
2

(3) 2

(4) 最大値 1
2
，最小値 − 1

6

【解答】

(1) 正三角形の内心 Oは重心でもあるから，OAは一つの頂点か

2

O

A

BC

P

ら対辺に下ろした垂線の長さの 1
3
である．

OA = 1
3

× 2 sin π
3

=

√
3
3

……（答）

である．
(2) 始点を Oにそろえると

#   »
PA · #   »

PB +
#   »
PB · #   »

PC+
#   »
PC · #   »

PA

= (
#   »
OA− #   »

OP) · ( #   »
OB− #   »

OP) + (
#   »
OB− #   »

OP) · ( #    »
OC− #   »

OP) + (
#    »
OC− #   »

OP) · ( #   »
OA− #   »

OP)

=
{ #   »
OA · #   »

OB− (
#   »
OA+

#   »
OB) · #   »

OP+ | #   »
OP|2

}
+

{ #   »
OB · #    »

OC− (
#   »
OB+

#    »
OC) · #   »

OP+ | #   »
OP|2

}
+

{ #    »
OC · #   »

OA− (
#    »
OC+

#   »
OA) · #   »

OP+ | #   »
OP|2

}
= (

#   »
OA · #   »

OB+
#   »
OB · #    »

OC+
#    »
OC · #   »

OA)− 2(
#   »
OA+

#   »
OB+

#    »
OC) · #   »

OP+ 3| #   »
OP|2

| #   »
OA| = | #   »

OB| = | #    »
OC| = | #   »

OP| =
√
3
3
，∠AOB = ∠BOC = ∠COA = 2π

3
より，

#   »
OA +

#   »
OB+

#    »
OC =

#»
0 でもあるから

#   »
PA · #   »

PB +
#   »
PB · #   »

PC+
#   »
PC · #   »

PA

= 3×
( √

3
3

)2

cos 2π
3

− 0 + 3

( √
3
3

)2

= − 1
2

− 0 + 1

= 1
2

……（答）

である．



2

(3) 始点を Oにそろえると

| #   »
PA|2 + | #   »

PB|2 + | #   »
PC|2

= | #   »
OA− #   »

OP|2 + | #   »
OB− #   »

OP|2 + | #    »
OC− #   »

OP|2

=
{
| #   »
OA|2 − 2

#   »
OA · #   »

OP+ | #   »
OP|2

}
+

{
| #   »
OB|2 − 2

#   »
OB · #   »

OP+ | #   »
OP|2

}
+

{
| #    »
OC|2 − 2

#    »
OC · #   »

OP+ | #   »
OP|2

}
= (| #   »

OA|2 + | #   »
OB|2 + | #    »

OC|2)− 2(
#   »
OA+

#   »
OB+

#    »
OC) · #   »

OP+ 3| #   »
OP|2

= 3×
( √

3
3

)2

− 0 + 3×
( √

3
3

)2

= 1− 0 + 1

= 2 ……（答）

である．
(4) 始点を Oにそろえると

#   »
PA · #   »

PB = (
#   »
OA− #   »

OP) · ( #   »
OB− #   »

OP)

=
#   »
OA · #   »

OB− (
#   »
OA+

#   »
OB) · #   »

OP+ | #   »
OP|2

=

( √
3
3

)2

cos 2π
3

+
#    »
OC · #   »

OP+

( √
3
3

)2

= − 1
6

+

( √
3
3

)2

cos∠COP+ 1
3

= 1
6

+ 1
3
cos∠COP

よって，
#   »
PA · #   »

PBは

∠COP = 0のとき，最大値 1
6

+ 1
3

× 1 = 1
2
, ……（答）

∠COP = πのとき，最小値 1
6

+ 1
3

× (−1) = − 1
6

……（答）

をとる．


