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四面体 OABC において
#»

a =
#    »

OA,
#»

b =
#   »

OB,
#»

c =
#    »

OC とする．また，線分 AB，

AC 上にそれぞれ点 P，Q をとり，| #   »

AP| = s, | #    »

AQ| = t とおく．
#»

a · #»

b =
#»

b · #»

c =
#»

c · #»

a = 0, | #»

a | = 1
2
, | #   »

AB| = | #   »

AC| = 1 が成り立っているとして，

以下の問いに答えよ．

(1) ∠BAC = θ として，cos θ を求めよ．また，△APQ の面積を s, t を用いて表せ．

(2) 点 O から △ABC に下ろした垂線と △ABC との交点を H とする．
#    »

OH を
#»

a ,
#»

b ,
#»

c を用いて表せ．

(3)
#    »

OH = 1
2

#   »

OP+ 1
2

#    »

OQ が成り立っているとき，△APQ の面積を求めよ．
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【答】

(1) cos θ = 1
4
，△APQ =

√
15
8

st

(2)
#    »
OH = 3

5

#»
a + 1

5

#»

b + 1
5

#»
c

(3) △APQ =

√
15
50

【解答】

(1) △OAB，△OACは

O

A

B

C

Q

P

1
2

1

1

s

t

∠AOB = π
2
, OA = 1

2
, AB = 1

∠AOC = π
2
, OA = 1

2
, AC = 1

であるから，合同な直角三角形であり

OB = OC =

√
3
2

である．したがって，△OBCは直角二等辺三角形であり

BC =

√
3
2

×
√
2 =

√
3
2

である．△ABCにおいて余弦定理を用いると

cos θ = cos∠BAC = AB2 +AC2 − BC2

2×AB×AC

=

12 + 12 −
(√

3
2

)2

2× 1× 1

= 1
4

……（答）

である．これにより

sin θ =

√
1−

(
1
4

)2

=

√
15
4

であり

△APQ = 1
2
| #   »
AP|| #   »

AQ| sin θ = 1
2

× s× t×
√
15
4

=

√
15
8

st ……（答）

である．
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(2) Hは△ABC上の点であるから，実数 u, v を用いて

O

A

B

C

Q

P

H

1
2

1

1

#    »
OH =

#   »
OA+ u

#   »
AB+ v

#   »
AC

と表すことができる．OH ⊥ △ABCより{ #    »
OH · #   »

AB = 0
#    »
OH · #   »

AC = 0
…… (∗)

が成り立つ．
#    »
OH · #   »

AB

= (
#   »
OA+ u

#   »
AB+ v

#   »
AC) · #   »

AB

= 1
2

× 1× cos 2π
3

+ u× 12 + v × 1× 1× 1
4

(∵ (1))

= − 1
4

+ u+ v
4

#    »
OH · #   »

AC

= (
#   »
OA+ u

#   »
AB+ v

#   »
AC) · #   »

AC

= 1
2

× 1× cos 2π
3

+ u× 1× 1× 1
4

+ v × 12 (∵ (1))

= − 1
4

+ u
4

+ v

であるから

(∗) ⇐⇒

− 1
4

+ u+ v
4

= 0

− 1
4

+ u
4

+ v = 0

∴
{
4u+ v = 1

u+ 4v = 1
∴ u = v = 1

5

となる．よって
#    »
OH =

#   »
OA+ 1

5

#   »
AB+ 1

5

#   »
AC

=
#»
a + 1

5
(

#»

b − #»
a ) + 1

5
(

#»
c − #»

a )

= 3
5

#»
a + 1

5

#»

b + 1
5

#»
c …… 1⃝ ……（答）

である．

(3)
#    »
OH = 1

2

#   »
OP+ 1

2

#    »
OQ が成り立っているとき

#    »
OH = 1

2
{(1− s)

#»
a + s

#»

b }+ 1
2
{(1− t)

#»
a + t

#»
c }

= 2− s− t
2

#»
a + s

2

#»

b + t
2

#»
c …… 2⃝

#»
a ,

#»

b ,
#»
c は 1次独立であるから， 1⃝, 2⃝の係数を比較すると

2− s− t
2

= 3
5

s
2

= 1
5

t
2

= 1
5

∴ s = t = 2
5

(3式を満たす)

よって，(1)より

△APQ =

√
15
8

× 2
5

× 2
5

=

√
15
50

……（答）

である．


