
1

四面体OABCがある．uを 0 < u < 1をみたす実数とする．辺OAを u : 1−uに内

分する点をD，辺ABを u : 1−uに内分する点を Eとし，線分OEと線分BDの交点

を Pとする．また，辺OCを u : 1−uに内分する点を F，辺CBを u : 1−uに内分す

る点をGとし，線分OGと線分BFの交点をQとする．
#    »

OA =
#»

a .
#   »

OB =
#»

b ,
#    »

OC =
#»

c

とおく．このとき，以下の空欄をうめよ．

(1)
#   »

OPを
#»

a ,
#»

b , uを用いて表すと
#   »

OP = イ である．

(2)
#   »

PQを
#»

a ,
#»

b ,
#»

c , uのうち必要なものを用いて表すと
#   »

PQ = ロ である．

(3)
#»

a ,
#»

b ,
#»

c がすべて単位ベクトルで，どの 2つも直交しているとする．このとき，

| #   »

PQ|は u = ハ で最大値 ニ をとる．
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【答】
イ

u
u2 − u+ 1

{(1− u)
#»
a + u

#»

b }

ロ
u(1− u)

u2 − u+ 1
(

#»
c − #»

a )

ハ

1
2

ニ√
2
3

【解答】

(1) △OAEと直線DPにメネラウスの定理を用いると O

A

B

C

D

G

E

F

P
Q

u⃝

�� ��1− u

u⃝ �� ��1− u

u⃝ �� ��1− u

u⃝

�� ��1− u

OP
PE

· EB
BA

· AD
DO

= 1

OP
PE

· 1− u
1

· 1− u
u

= 1

∴ OP : PE = u : (1− u)2

であるから
#   »
OP = u

u+ (1− u)2
#   »
OE

= u
u2 − u + 1

{(1 − u)
#»
a + u

#»

b}

……（答）

である．
(2) (1)の Aを Cと置き換えることにより，Pが Qとなるから

#    »
OQ = u

u2 − u+ 1
{(1− u)

#»
c + u

#»

b }

であり
#   »
PQ =

#    »
OQ− #   »

OP

= u
u2 − u+ 1

{(1− u)
#»
c − (1− u)

#»
a }

=
u(1 − u)

u2 − u + 1
(

#»
c − #»

a) ……（答）

である．

(3) | #   »
PQ| = u(1− u)

u2 − u+ 1
| #»
c − #»

a |
#»
a ,

#»

b ,
#»
c がすべて単位ベクトルで，どの 2つも直交しているから

| #»
c − #»

a | =
√

| #»
c |2 − 2

#»
c · #»

a + | #»
a |2 =

√
12 − 2× 0 + 12 =

√
2

である．また

u(1− u)

u2 − u+ 1
=

−(u2 − u+ 1) + 1

u2 − u+ 1
= −1 + 1

u2 − u+ 1



2

u2 − u+ 1 =
(
u− 1

2

)2

+ 3
4

(0 < u < 1)より

3
4

≦ u2 − u+ 1 < 1
(
等号は u = 1

2
のとき成り立つ

)
∴ 4

3
≧ 1

u2 − u+ 1
> 1

∴ 0 < −1 + 1
u2 − u+ 1

≦ 1
3

よって，| #   »
PQ|は

u = 1
2
のとき，最大値

√
2
3

……（答）

をとる．


