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pは実数とする．Oを原点とする座標空間に 3点 A(1, 0, 0)，B(0, 1, 0)，

P(p, − p+ 3, 5)があり，次の 3つの条件を満たす点 Cがある．

(条件 1)
#    »

OA · #    »

OC = 0

(条件 2)
#   »

OB · #    »

OC = −1

(条件 3) 平面 ABCはベクトル
#»

v = (2, 2, 1) に垂直である．

点 Pから平面 ABCに垂線 PQを下ろす．次の問いに答えよ．

(1) 点 Cの座標を求めよ．

(2) ベクトル
#   »

PQを成分で表せ．

(3) 四面体 ABCPの体積を求めよ．

(4) △BCPの面積の最小値を求めよ．また，最小値をとるときの pの値を求めよ．
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【答】

(1) C(0, − 1, 4)

(2)
#   »
PQ = (−2, − 2, − 1)

(3) 3

(4) p = 2のとき，最小値 3
√
5

【解答】

(1) 点 Cの座標を (x, y, z)とおく．(条件 1)，(条件 2)より{
(1, 0, 0) · (x, y, z) = 0

(0, 1, 0) · (x, y, z) = −1
∴ x = 0, y = −1

∴ #    »
OC = (0, − 1, z)

さらに，(条件 3)より
#   »
AC · #»

v = 0

が必要であり

(−1, − 1, z) · (2, 2, 1) = 0 ∴ −2− 2 + z = 0 ∴ z = 4

すなわち，点 Cの座標は (0, − 1, 4)であることが必要である．

このとき，
#   »
AB = (−1, 1, 0)，

#   »
AC = (−1, − 1, 4)は

#   »
AB \=

#»
0，

#   »
AC \=

#»
0，

#   »
AB\// #   »

ACで

あるから，平面 ABCは存在し，さらに，
#   »
AB · #»

v = 0 かつ
#   »
AC · #»

v = 0であるから (条件 C)

は成り立つ．
以上より，点 Cの座標は

C(0, − 1, 4) ……（答）

である．
(2) 直線 PQは平面 ABCに垂直であるから，実数 k を用いて

#   »
AQ =

#   »
AP+

#   »
PQ

= (p− 1, − p+ 3, 5) + k(2, 2, 1)
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と表すことができる．さらに，Qは平面 ABC上の点であるから，
#   »
AQ ⊥ #»

v であり

{(p− 1, − p+ 3, 5) + k(2, 2, 1)} · (2, 2, 1) = 0

2(p− 1) + 2(−p+ 3) + 5 + k(4 + 4 + 1) = 0

9k + 9 = 0

∴ k = −1

よって
#   »
PQ = −(2, 2, 1) = (−2, − 2, − 1) ……（答）

である．
(3)

#   »
AB = (−1, 1, 0)，

#   »
AC = (−1, − 1, 4)より

△ABC = 1
2

√
| #   »
AB|2| #   »

AC|2 − (
#   »
AB · #   »

AC)2

= 1
2

√
2× 18− 02

= 3

また，(2)の結果より

| #   »
PQ| =

√
4 + 4 + 1 = 3

であるから，四面体 ABCPの体積は

1
3
△ABC× | #   »

PQ| = 1
3

× 3× 3 = 3 ……（答）

である．
(4)

#   »
BC = (0, − 2, 4)，

#   »
BP = (p, − p+ 2, 5)より

△BCP = 1
2

√
| #   »
BC|2| #   »

BP|2 − (
#   »
BC · #   »

BP)2

= 1
2

√
(0 + 4 + 16)(p2 + (−p+ 2)2 + 25)− (0 + (2p− 4) + 20)2

= 1
2

√
20(2p2 − 4p+ 29)− (2p+ 16)2

=
√

5(2p2 − 4p+ 29)− (p+ 8)2

=
√

9p2 − 36p+ 81

=
√

9(p2 − 4p+ 9)

= 3
√

(p− 2)2 + 5

であり，△BCPの面積は

p = 2 のとき, 最小値 3
√
5 ……（答）

をとる．


