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3つの複素数の組 (z1, z2, z3)が z1z2z3 \= 0 および次の 1⃝から 3⃝をみたすとする．

z1 = z2 + z3 …… 1⃝, z2 = z1z3 …… 2⃝, z3 =
z1
z2

…… 3⃝

ただし，z1, z3 はそれぞれ z1, z3 の共役複素数を表す．

(1) 2⃝と 3⃝を用いて，z2 が実数であることを示せ．

(2) z1 が実数である (z1, z2, z3) の組をすべて求めよ．

(3) z1 が実数でない (z1, z2, z3) の組をすべて求めよ．
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【答】
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√
3
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∓
√
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【解答】
z1z2z3 \= 0, z1 = z2 + z3 …… 1⃝, z2 = z1z3 …… 2⃝, z3 =

z1
z2

…… 3⃝

(1) 2⃝かつ 3⃝を変形すると

「 2⃝かつ 3⃝」⇐⇒

{
z3 =

z1
z2

z2 = z1 · z1
z2

⇐⇒

{
z3 =

z1
z2

z2
2 = |z1|2

第 2式より

z2 = ±|z1| …… 4⃝

であり，z2 は実数である． …… (証明終わり)

(2) 「 1⃝かつ 2⃝かつ 3⃝」を変形すると

「 1⃝かつ 2⃝かつ 3⃝」
⇐⇒「 1⃝かつ 3⃝かつ 4⃝」

⇐⇒


z3 =

z1
z2

z2 = ±|z1|
z1 = ±|z1|+ z1

z2

(以下, 複号同順)

⇐⇒


z3 =

z1
z2

z2 = ±|z1|

z1 = ±
(
|z1|+ z1

|z1|

)
(∵ 4⃝)

⇐⇒


z3 =

z1
z2

z2 = ±|z1|
z1|z1| = ± (|z1|2 + z1) (∵ z1 \= 0) …… 5⃝

z1 = p+ qi (p, q は実数)とおくと

5⃝ ⇐⇒ (p+ qi)
√

p2 + q2 = ±(p2 + q2 + p− qi)

⇐⇒
{
p
√

p2 + q2 = ±(p2 + q2 + p)

q
√

p2 + q2 = ∓q

である．



2

z1 が実数のとき，q = 0であり

5⃝ ⇐⇒ p|p| = ±(p2 + p)

⇐⇒ |p| = ±(p+ 1) (∵ z1 \= 0より p \= 0)

( i ) p > 0のとき

5⃝ ⇐⇒ p = p+ 1 または p = −p− 1

第 1式は解なし．第 2式より p = − 1
2
を得るが，( i )に反する．

(ii) p < 0のとき

5⃝ ⇐⇒ −p = p+ 1 または − p = −p− 1

第 1式より p = − 1
2
を得る．これは (ii)を満たす．第 2式は解なし．

このとき，複号の順序に注意すると z2 = +|z1|であるから

(z1, z2, z3) =
(
− 1

2
, 1

2
, − 1

)
……（答）

である．

(3) z1 = p+ qiが実数でないとき，q \= 0であり

5⃝ ⇐⇒
{
p
√

p2 + q2 = ±(p2 + q2 + p)√
p2 + q2 = ∓1 (ここで

√
p2 + q2 = −1は不合理)

⇐⇒
{
p2 + q2 = 1

p = −(1 + p)

∴ p = − 1
2
, q = ±

√
3
2

∴ z1 = − 1
2

±
√
3
2

i

このとき，複号の順序に注意すると z2 = −|z1|であるから

(z1, z2, z3) =

(
− 1

2
±

√
3
2

i, − 1, 1
2

∓
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)
……（答）

である．


