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複素数平面上の点 zに対し

w = z − i
z + i

と定める．ただし，i は虚数単位とし，z \= −i とする．

(1) z を w を用いて表せ．

(2) 点 zが原点 O を中心とする半径 1の円上を動くとき，点 w はどのような図形を

描くか．

(3) 点 w が点 −1 + 2i を中心とする半径 2の円上を動くとき，点 z はどのような図

形を描くか．

(24 室蘭工大 4)

【答】

(1) z = −i w + 1
w − 1

(2) 2点 −1, 1を結ぶ線分の垂直 2等分線
(3) 点 −1 を中心とする半径 1の円

【解答】

w = z − i
z + i

(z \= −i) …… 1⃝

(1) 1⃝を変形すると

1⃝ ⇐⇒ w(z + i) = z − i

⇐⇒ (w − 1)z = −i(w + 1)

となる．w \= 1が確認されるから

z = −i
w + 1
w − 1

…… 2⃝ ……（答）

である．
(2) 点 z は原点 O を中心とする半径 1の円上を動くから，点 z は |z| = 1 を満たす．これに

2⃝を代入すると

−i w + 1
w − 1

= 1

⇐⇒ w + 1
w − 1

= 1

⇐⇒ |w + 1| = |w − 1| (∵ w \= 1 が確認される)

となる．
よって，点 w は 2点−1, 1を結ぶ線分の垂直 2等分線を描く． ……（答）

(3) 点 w は点 −1 + 2i を中心とする半径 2の円上を動くから，点 w は |w − (−1 + 2i)| = 2

を満たす．これに 1⃝を代入すると
z − i
z + i

+ 1− 2i = 2

⇐⇒ (2− 2i)z + 2

z + i
= 2

⇐⇒ |(1− i)z + 1| = |z + i|

⇐⇒ |(1− i)z + 1|2 = |z + i|2
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となる．これを整理すると

{(1− i)z + 1}{(1 + i)z + 1} = (z + i)(z − i)

2zz + (1− i)z + (1 + i)z + 1 = zz − iz + iz + 1

zz + z + z = 0

|z + 1|2 = 1

∴ |z + 1| = 1

よって，点 z は点−1 を中心とする半径 1の円を描く． ……（答）


