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△A1B1C1の辺B1C1の中点をA2，辺C1A1の中点をB2，辺A1B1の中点をC2と

して，△A2B2C2 をつくる．

n = 2, 3, · · ·のときも同様に，△AnBnCn の辺 BnCn, CnAn, AnBn の中点を，

それぞれ An+1, Bn+1, Cn+1 として，△An+1Bn+1Cn+1 をつくる．

△A1B1C1 の面積を 1とするとき，次の問いに答えよ．

(1) △AnBnCn の面積を nを用いて表せ．

(2) 初項 a，公比 r (r \= 1)の等比数列の初項から第 n項までの和を Sn とすると

Sn =
a(1− rn)

1− r

が成り立つことを証明せよ．

(3) 数列 {Tn}を次のように定める．

• 最初に，△A1B1C1 の内部を黒く塗り，その面積を T1 とする．

• 次に，△A2B2C2の内部を白く塗り，このとき黒く塗られているすべての部分

の面積の和を T2 とする．

• 次に，△A3B3C3の内部を黒く塗り，このとき黒く塗られているすべての部分

の面積の和を T3 とする．

• 以下順に，n = 4, 5, · · ·のとき，△AnBnCn の内部を，nが偶数ならば白く

塗り，nが奇数ならば黒く塗って，このとき黒く塗られているすべての部分の

面積の和を Tn とする．

このとき，Tn を nを用いて表せ．

(4) (3) の Tn について， Tn − 4
5

< 1
1012

を満たす最小の n を求めよ．ただし，

log10 2 = 0.301としてよい．
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【答】

(1)
(
1
4

)n−1

(2) 略

(3) Tn = 4
5

{
1−

(
− 1

4

)n}
(4) 20

【解答】

(1) △AnBnCn の面積を tn とおく．t1 = 1であり，△An+1Bn+1Cn+1 は△AnBnCn の辺の
中点を結んでできる三角形であるから

△An+1Bn+1Cn+1 ∽ △AnBnCn (相似比は 1 : 2)

である．したがって，tn+1 =
(
1
2

)2

tn であり

tn = 1 ·
(
1
4

)n−1

=
(
1
4

)n−1

……（答）

である．
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(2) Sn = a+ ar + ar2 + · · ·+ arn−1 (r \= 1) …… 1⃝
辺々r 倍すると

rSn = ar + ar2 + · · ·+ arn−1 + arn …… 2⃝
辺々ひくと

(1− r)Sn = a− arn

r \= 1であるから

Sn =
a(1− rn)

1− r

が成り立つ． …… (証明終わり)

(3) △AnBnCn の内部を，nが偶数ならば白く塗り，nが奇数ならば黒く塗るから，黒く塗ら
れているすべての部分の面積の和 Tn は

Tn = t1 − t2 + t3 − · · ·+ (−1)n−1tn

= 1− 1
4

+
(
1
4

)2

− · · ·+ (−1)n−1
(
1
4

)n−1

= 1 +
(
− 1

4

)
+

(
− 1

4

)2

+ · · ·+
(
− 1

4

)n−1

=
1−

(
− 1

4

)n

1−
(
− 1

4

)
= 4

5

{
1 −

(
− 1

4

)n}
……（答）

である．

(4) Tn − 4
5

< 1
1012

…… 3⃝

(3)より， 3⃝の左辺は

Tn − 4
5

= 4
5

{
1−

(
− 1

4

)n}
− 4

5

= − 4
5

(
− 1

4

)n

= 1
5

(
1
4

)n−1

であるから， 3⃝は

1
5

(
1
4

)n−1

< 1
1012

5 · 22n−2 > 1012

∴ log10 5 + (2n− 2) log10 2 > 12

(1− log10 2) + (2n− 2) log10 2 > 12

(2n− 3) log10 2 > 11

log10 2 = 0.301として計算すると

n >= 1
2

(
11

0.301
+ 3

)
= 36.5 · · ·+ 3

2
= 19.7 · · ·

よって， 3⃝を満たす最小な nは 20である． ……（答）


