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n を正の整数とする．2つの整数 an, bn を条件

(1 +
√
2)n = an + bn

√
2

により定める．ここで，
√
2は無理数なので，このような整数の組 (an, bn) はただ 1

つに定まる．

(1) an+1, bn+1 を an, bn を用いてそれぞれ表せ．さらに，b4, b5, b6 の値をそれぞ

れ求めよ．

(2) 等式

(1−
√
2)n = an − bn

√
2

が成り立つことを数学的帰納法を用いて示せ．

(3) n ≧ 2 のとき，bn+1bn−1 − bn
2 を求めよ．

(4) pb6 − qb5 = 1, 0 ≦ p ≦ 100, 0 ≦ q ≦ 100 をすべて満たす整数 p, q の組 (p, q)

を 1組求めよ．

(24 東北大 文系 4)

【答】

(1) an+1 = an + 2bn，bn+1 = an + bn，b4 = 12, b5 = 29, b6 = 70

(2) 略

(3) bn+1bn−1 − bn
2 = (−1)n

(4) (p, q) = (17, 41)

【解答】
(1 +

√
2)n = an + bn

√
2 (an, bn は整数) …… 1⃝

(1) 1⃝より
an+1 + bn+1

√
2 = (1 +

√
2)n+1

= (1 +
√
2)(1 +

√
2)n

= (1 +
√
2)(an + bn

√
2) (∵ 1⃝)

= an + 2bn + (an + bn)
√
2

an, bn, an+1, bn+1 は整数で
√
2は無理数なので，整数の組 (an+1, bn+1) はただ 1つに定

まるから {
an+1 = an + 2bn …… 2⃝
bn+1 = an + bn …… 3⃝

である． 1⃝において n = 1とおくと

1 +
√
2 = a1 + b1

√
2 ∴ a1 = 1, b1 = 1

であり， 2⃝, 3⃝を繰り返し用いると

n 1 2 3 4 5 6 · · ·

an 1 3 7 17 41 99 · · ·

bn 1 2 5 12 29 70 · · ·

であるから

b4 = 12 b5 = 29 b6 = 70 ……（答）

である．
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(2) すべての正の整数 nについて

(1−
√
2)n = an − bn

√
2 …… 4⃝

が成り立つことを数学的帰納法を用いて示す．

( i ) n = 1のとき
a1 = 1, b1 = 1であり， 4⃝は成り立つ．

(ii) n = k での成立を仮定すると

(1−
√
2)k+1 = (1−

√
2)(1−

√
2)k

= (1−
√
2)(ak − bk

√
2) (∵ 帰納法の仮定)

= (ak + 2bk)− (ak + bk)
√
2

= ak+1 − bk+1

√
2 (∵ 2⃝, 3⃝)

n = k + 1のときも 4⃝は成り立つ．
( i )，(ii)より，すべての正の整数 nについて 4⃝は成り立つ． …… (証明終わり)

(3) 1⃝, 4⃝の辺々を引くと

(1 +
√
2)n − (1−

√
2)n = 2bn

√
2

∴ bn = 1

2
√
2
{(1 +

√
2)n − (1−

√
2)n}

である．n ≧ 2のとき

bn+1bn−1 − bn
2

= 1
8
{(1 +

√
2)n+1 − (1−

√
2)n+1}{(1 +

√
2)n−1 − (1−

√
2)n−1}

− 1
8
{(1 +

√
2)n − (1−

√
2)n}2

= 1
8
{(1 +

√
2)2n − (1− 2)n−1(1 +

√
2)2 − (1− 2)n−1(1−

√
2)2 + (1−

√
2)2n}

− 1
8
{(1 +

√
2)2n − 2(1− 2)n + (1−

√
2)2n}

= 1
8
{−(−1)n−1(3 + 2

√
2)− (−1)n−1(3− 2

√
2) + 2(−1)n}

=
(−1)n

8
{(3 + 2

√
2) + (3− 2

√
2) + 2}

= (−1)n

∴ bn+1bn−1 − bn
2 = (−1)n …… 5⃝ ……（答）

である．

• 2⃝, 3⃝の辺々を引くと

an+1 − bn+1 = bn

であり，n ≧ 2のとき

bn−1 = an − bn …… ア⃝
が成り立つ．したがって，n ≧ 2のとき

bn+1bn−1 − bn
2 = (an + bn)(an − bn)− bn

2 (∵ 3⃝, ア⃝)

= an
2 − 2bn

2

1⃝, 4⃝の辺々をかけると

{(1 +
√
2)(1−

√
2)}n = (an + bn

√
2)(an − bn

√
2)

∴ an
2 − 2bn

2 = (−1)n
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を得る．よって

bn+1bn−1 − bn
2 = (−1)n

である．

(4) b5 = 29, b6 = 70より pb6 − qb5 = 1は

70p− 29q = 1 …… 6⃝

であるから， 6⃝かつ 0 ≦ p ≦ 100, 0 ≦ q ≦ 100 を満たす整数の組 (p, q) を求めることに
なる．

5⃝に n = 5を代入すると

b6b4 − (b5)
2 = (−1)5

∴ 70 · 12− 29 · 29 = −1

∴ 70 · (−12)− 29 · (−29) = 1 …… 6⃝′

6⃝, 6⃝′ の辺々を引くと

70(p+ 12)− 29(q + 29) = 0

∴ 70(p+ 12) = 29(q + 29)

70 と 29 は互いに素であるから，整数mを用いて{
p+ 12 = 29m

q + 29 = 70m
∴

{
p = 29m− 12

q = 70m− 29

として，p, q を表すことができる．p, q は 0 ≦ p ≦ 100, 0 ≦ q ≦ 100を満たすから{
0 ≦ 29m− 12 ≦ 100

0 ≦ 70m− 29 ≦ 100
∴


12
29

≦ m ≦ 112
29

29
70

≦ m ≦ 129
70

これを満たす整数mはm = 1のみである．
よって，求める整数の組 (p, q)は

(p, q) = (17, 41) ……（答）

である．


