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次の条件によって定められる数列 {an}，{bn}を考える．

a1 = 1, 2nan+1 − (n+ 2)an = 0 (n = 1, 2, 3, · · ·)

b1 = 1, 2n
n+ 1

bn+1 − n+ 2
n+ 1

bn =
n(n2 − 4)

2n−1 (n = 1, 2, 3, · · ·)

このとき，以下の問いに答えよ．

(1) cn =
an

n(n+ 1)
とおくとき，cn+1 を cn を用いて表せ．また，数列 {an}の一般

項を求めよ．

(2) b2, b3, b4 を求めよ．

(3) 数列 dn = 2n−1

n(n+ 1)
bn とおくとき，dn+1 を dn を用いて表せ．また，数列 {dn}

の一般項を求めよ．

(4) 数列 {bn}の一般項を求めよ．また，nの整式 P (n)はすべての自然数 nに対して

bn+1 − bn =
P (n)

2n+1 をみたす整式 P (n)を求めよ．

(5) bn が最大になる自然数 nを求めよ．
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【答】

(1) cn+1 = 1
2
cn, an =

n(n+ 1)

2n

(2) b2 = b3 = − 3
2
, b4 = 5

4

(3) dn+1 = dn + n− 2, dn = 1
2
(n2 − 5n+ 5)

(4) bn =
n(n+ 1)(n2 − 5n+ 5)

2n
，P (n) = −(n+ 1)(n− 2)(n2 − 7n+ 1)

(5) n = 7

【解答】
a1 = 1, 2nan+1 − (n+ 2)an = 0 …… 1⃝

b1 = 1, 2n
n+ 1

bn+1 − n+ 2
n+ 1

bn =
n(n2 − 4)

2n−1 …… 2⃝

(1) 1⃝の辺々を n(n+ 1)(n+ 2)で割ると

2an+1

(n+ 1)(n+ 2)
− an

n(n+ 1)
= 0

となる．cn =
an

n(n+ 1)
とおくと

2cn+1 = cn ∴ cn+1 = 1
2
cn ……（答）

を得る．数列 {cn}は初項 c1 =
a1

1(1 + 1)
= 1

2
，公比 1

2
の等比数列であるから

cn = 1
2

(
1
2

)n−1

= 1
2n

であり

an = n(n+ 1)cn =
n(n + 1)

2n ……（答）

である．
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(2) 2⃝に n = 1, 2, 3を順次代入すると

2
2
b2 − 3

2
b1 =

1 · (−3)

20
∴ b2 = 3

2
· 1− 3 = − 3

2
……（答）

4
3
b3 − 4

3
b2 = 2 · 0

21
∴ b3 = b2 = − 3

2
……（答）

6
4
b4 − 5

4
b3 = 3 · 5

22
∴ b4 = 2

3

{
5
4

·
(
− 3

2

)
+ 15

4

}
= 5

4
……（答）

を得る．
(3) 2⃝の辺々を n(n+ 2)で割ると

2
(n+ 1)(n+ 2)

bn+1 − 1
n(n+ 1)

bn = n− 2
2n−1

∴ 2n

(n+ 1)(n+ 2)
bn+1 − 2n−1

n(n+ 1)
bn = n− 2

dn = 2n−1

n(n+ 1)
bn とおくと

dn+1 − dn = n− 2 ∴ dn+1 = dn + n − 2 ……（答）

である，n ≧ 2のとき

dn = d1 +
n−1∑
k=1

(k − 2)

= 1
1 · 2 · 1 + (n− 1){−1 + (n− 3)}

2

= 1
2

+
(n− 1)(n− 4)

2

= 1
2
(n2 − 5n+ 5)

これは n = 1のときも成り立つ．よって，{dn}の一般項は

dn = 1
2
(n2 − 5n + 5) ……（答）

である．
(4) (3)の結果より

bn =
n(n+ 1)

2n−1 dn

=
n(n+ 1)

2n−1 · 1
2
(n2 − 5n+ 5)

=
n(n + 1)(n2 − 5n + 5)

2n ……（答）

である．
したがって

bn+1 − bn

=
(n+ 1)(n+ 2){(n+ 1)2 − 5(n+ 1) + 5}

2n+1 − n(n+ 1)(n2 − 5n+ 5)

2n

=
(n+ 1){(n+ 2)(n2 − 3n+ 1)− 2n(n2 − 5n+ 5)}

2n+1

=
(n+ 1){(n3 − n2 − 5n+ 2)− (2n3 − 10n2 + 10n)}

2n+1

=
(n+ 1)(−n3 + 9n2 − 15n+ 2)

2n+1

=
−(n+ 1)(n− 2)(n2 − 7n+ 1)

2n+1
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であり，すべての自然数 nに対して bn+1 − bn =
P (n)

2n+1 をみたす整式 P (n)は

P (n) = −(n + 1)(n − 2)(n2 − 7n + 1) ……（答）

である．
(5) Q(n) = n2−7n+1 (nは整数)とおくと，Q(n)はn ≧ 4で単調増加であり，Q(6) = −5 < 0，
Q(7) = 1 > 0であるから，n ≧ 7で Q(n) > 0であり，P (n) < 0すなわち bn+1 − bn < 0

である．{bn}は減少数列である．bn が最大となるのは b1, b2, · · · , b7 のうちの最大なもの
である．
(4)で求めた {bn}の一般項より

b5 = 5 · 6 · 5
25

= 75
16

(
= 150

32

)
b6 = 6 · 7 · 11

26
= 231

32

b7 = 7 · 8 · 19
27

= 133
16

(
= 266

32

)
であり，(2)の結果も考慮すると，bn が最大となる自然数 nは

n = 7 ……（答）

である．


