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自然数 k に対して，ak = 2
√
k とする．n を自然数とし，ak の整数部分が n 桁で

あるような k の個数をNnとする．また，ak の整数部分が n 桁であり，その最高位

の数字が 1であるような k の個数を Ln とする．次を求めよ．

lim
n→∞

Ln

Nn

ただし，例えば実数 2345.678の整数部分 2345は 4桁で，最高位の数字は 2である．
(24 京都大 理系 6)

【答】 lim
n#»∞

Ln

Nn
= log10 2

【解答】

ak = 2
√
k

与えられた条件を不等式で表す．

akの整数部分が n桁である

⇐⇒ 10n−1 ≦ 2
√
k < 10n

⇐⇒ n− 1 ≦
√
k log10 2 < n

log10 2 > 0であり n− 1
log10 2

≧ 0であるから

⇐⇒
(

n− 1
log10 2

)2

≦ k <

(
n

log10 2

)2

…… 1⃝

実数 x に対し [x] を x を超えない最大な整数とおくと， 1⃝ を満たす自然数 k の個数 Nn は，

n ≧ 2のとき
(

n− 1
log10 2

)2

,

(
n

log10 2

)2

は整数でないから

Nn =

[(
n

log10 2

)2]
−

[(
n− 1
log10 2

)2]
である．

akの整数部分が n桁であり，その最高位の数字が 1である

⇐⇒ 10n−1 ≦ 2
√
k < 2 · 10n−1

⇐⇒ n− 1 ≦
√
k log10 2 < (n− 1) + log10 2

log10 2 > 0であり n− 1
log10 2

≧ 0であるから

⇐⇒
(

n− 1
log10 2

)2

≦ k <

(
n− 1
log10 2

+ 1

)2

…… 2⃝

2⃝を満たす自然数 k の個数 Ln は，n ≧ 2のとき
(

n− 1
log10 2

)2

，
(

n− 1
log10 2

+ 1

)2

は整数でな

いから

Ln =

[(
n− 1
log10 2

+ 1

)2]
−

[(
n− 1
log10 2

)2]
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である．n ≧ 2のとき

Ln

Nn
=

[(
n− 1
log10 2

+ 1

)2]
−

[(
n− 1
log10 2

)2]
[(

n
log10 2

)2]
−

[(
n− 1
log10 2

)2]
である．

[x] ≦ x < [x] + 1 すなわち x− 1 < [x] ≦ x

が成り立つことに注意すると{(
n− 1
log10 2

+ 1

)2

− 1

}
−

(
n− 1
log10 2

)2

(
n

log10 2

)2

−
{(

n− 1
log10 2

)2

− 1

} <
Ln

Nn
<

(
n− 1
log10 2

+ 1

)2

−
{(

n− 1
log10 2

)2

− 1

}
{(

n
log10 2

)2

− 1

}
−

(
n− 1
log10 2

)2

が成り立つ．ここで

(左辺) =
(n− 1 + log10 2)

2 − (log10 2)
2 − (n− 1)2

n2 − (n− 1)2 + (log10 2)
2

=
2(n− 1) log10 2

2n− 1 + (log10 2)
2 =

2
(
1− 1

n

)
log10 2

2− 1
n

+
(log10 2)

2

n

−→
(n#»∞)

2 log10 2

2
= log10 2

(右辺) =
(n− 1 + log10 2)

2 − (n− 1)2 − (log10 2)
2

n2 − (log10 2)
2 − (n− 1)2

=
2(n− 1) log10 2

2n− 1− (log10 2)
2 =

2
(
1− 1

n

)
log10 2

2− 1
n

− (log10 2)
2

n

−→
(n#»∞)

2 log10 2

2
= log10 2

はさみうちの原理より

lim
n#»∞

Ln

Nn
= log10 2 ……（答）

である．

• 不等式 x− 1 < [x] ≦ xを用いず，少し大雑把に範囲を絞ってみる．

Nn =

[(
n

log10 2

)2]
−

[(
n− 1
log10 2

)2]
より

{(
n

log10 2

)2

− 1

}
−

{(
n− 1
log10 2

)2

+ 1

}
≦ Nn ≦

{(
n

log10 2

)2

+ 1

}
−

{(
n− 1
log10 2

)2

− 1

}

∴
(

n
log10 2

)2

−
(

n− 1
log10 2

)2

− 2 ≦ Nn ≦
(

n
log10 2

)2

−
(

n− 1
log10 2

)2

+ 2

∴ 2n− 1
(log10 2)

2 − 2 ≦ Nn ≦ 2n− 1
(log10 2)

2 + 2
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同じく，Ln =

[(
n− 1
log10 2

+ 1

)2]
−

[(
n− 1
log10 2

)2]
に対しても

(
n− 1
log10 2

+ 1

)2

−
(

n− 1
log10 2

)2

−2 ≦ Ln ≦
(

n− 1
log10 2

+ 1

)2

−
(

n− 1
log10 2

)2

+2

∴ 2(n− 1)

log10 2
− 1 ≦ Ln ≦ 2(n− 1)

log10 2
+ 3

したがって

2(n− 1)

log10 2
− 1

2n− 1
(log10 2)

2 + 2
≦ Ln

Nn
≦

2(n− 1)

log10 2
+ 3

2n− 1
(log10 2)

2 − 2

である．ここで

(左辺) =
2(n− 1) log10 2− (log10 2)

2

2n− 1 + 2(log10 2)
2 =

2
(
1− 1

n

)
log10 2−

(log10 2)
2

n

2− 1
n

+
2(log10 2)

2

n

−→
(n#»∞)

2 log10 2− 0

2− 0 + 0
= log10 2

(右辺) =
2(n− 1) log10 2 + 3(log10 2)

2

2n− 1− 2(log10 2)
2 =

2
(
1− 1

n

)
log10 2 + 3

(log10 2)
2

n

2− 1
n

+
2(log10 2)

2

n

−→
(n#»∞)

2 log10 2 + 0

2− 0 + 0
= log10 2

はさみうちの原理より

lim
n#»∞

Ln

Nn
= log10 2

である．


