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mを 0以上の整数，nを 1以上の整数，tを 0 < t < 1を満たす実数とし，F (m, n)を

F (m, n) =
m+n−1∑
k=m

kCmtk

で定める．

(1) pを整数とする．

A =
(t− 1)F (m+ 1, n) + tF (m, n)

tp

が tによらない値となるような pと，そのときの Aを求めよ．

(2) 極限 lim
n#»∞

F (m, n)が収束することを示し，その極限値を求めよ．ただし，0 < s < 1

のとき lim
k→∞

kmsk = 0であることは用いてよい．

(24 千葉大 9)

【答】

(1) p = m+ n+ 1，A = m+nCm+1

(2) lim
n#»∞

F (m, n) = tm

(1− t)m+1

【解答】

F (m, n) =
m+n−1∑
k=m

kCmtk (mは 0以上の整数, nは 1以上の整数, 0 < t < 1)

(1) F (m+ 1, n) =
m+n∑

k=m+1
kCm+1t

k =
m+n−1∑
k=m

k+1Cm+1t
k+1 であるから

(Aの分子) = (t− 1)
m+n−1∑
k=m

k+1Cm+1t
k+1 + t

m+n−1∑
k=m

kCmtk

=
m+n−1∑
k=m

{
k+1Cm+1t

k+2 − (k+1Cm+1 − kCm) tk+1
}

k ≧ m+1のとき kCm + kCm+1 = k+1Cm+1 が成り立つ．
∑
から k = mのときを分けると

(Aの分子) = tm+2 +
m+n−1∑
k=m+1

(
k+1Cm+1t

k+2 − kCm+1t
k+1

)
= tm+2 + (m+nCm+1t

m+n+1 − m+1Cm+1t
m+2)

= m+nCm+1t
m+n+1

となる．よって

A = m+nCm+1t
m+n+1

tp

が tによらない値となるのは

p = m + n + 1 ……（答）

のときであり，このときの Aの値は

A = m+nCm+1 ……（答）

である．
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(2) (1)により得られた漸化式

(t− 1)F (m+ 1, n) + tF (m, n) = m+nCm+1t
m+n+1

を解いて，F (m, n)を求める．

F (m+ 1, n) = t
1− t

F (m, n)− 1
1− t

m+nCm+1t
m+n+1

辺々を
(

t
1− t

)m+1

( \= 0)で割ると(
1− t
t

)m+1

F (m+ 1, n) =
(
1− t
t

)m

F (m, n)− m+nCm+1(1− t)mtn

であり，m ≧ 1のとき(
1− t
t

)m

F (m, n) =
(
1− t
t

)0

F (0, n)−
m−1∑
k=0

k+nCk+1(1− t)ktn

∴ F (m, n) =
(

t
1− t

)m
{
F (0, n)−

m−1∑
k=0

k+nCk+1(1− t)ktn
}

である．ここで

F (0, n) =
n−1∑
k=0

kC0t
k = 1 + t+ t2 + · · ·+ tn−1 = 1− tn

1− t
…… 1⃝

m−1∑
k=0

k+nCk+1(1− t)ktn = tn
m−1∑
k=0

(k + n)!

(n− 1)!(k + 1)!
(1− t)k

= tn
m−1∑
k=0

(k + n)(k + n− 1) · · · n

(k + 1)!
(1− t)k

0 < t < 1より lim
n#»∞

1− tn

1− t
= 1

1− t
である．

また，
m−1∑
k=0

(k + n)(k + n− 1) · · · n

(k + 1)!
(1 − t)k は n の k + 1 次の多項式であるから，

lim
k#»∞

kmsk = 0 (0 < s < 1)であり lim
n#»∞

(nの k + 1次の多項式)tn = 0である．したがって

lim
n#»∞

F (m, n) =
(

t
1− t

)m (
1

1− t
− 0

)
= tm

(1− t)m+1 …… 2⃝

である．

また，m = 0のとき，F (0, n) = 1− tn

1− t
(∵ 1⃝)であるから

lim
n#»∞

F (0, n) = 1
1− t

(∵ 0 < t < 1)

であり，m = 0のときも 2⃝は成立する．
以上より

lim
n#»∞

F (m, n) = tm

(1 − t)m+1
……（答）

である．


