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自然対数の底 e に対し，Fn(x) = e−x
n∑

r=0
nPn−rx

r とする．1以上の整数 n に対

し，正の実数 β > α > 0 について∫ β

α

xne−x dx = Fn(α)− Fn(β) …… 1⃝

が成り立つことを数学的帰納法により証明しなさい．
(24 公立千歳科技大 中期 理工 2)

【答】 略

【解答】

In =

∫ β

α

xne−x dx，Fn(x) = e−x
n∑

r=0
nPn−rx

r とおく．Fn(α) − Fn(β) =
[
Fn(x)

]β
α
であ

るから

「1以上の整数 n に対し In =
[
Fn(x)

]α
β
…… 1⃝′ が成り立つ」

ことを数学的帰納法により示せばよい．

( i ) n = 1のとき

I1 =

∫ β

α

xe−x dx =
[
− (x+ 1)e−x

]β
α

一方

F1(x) = e−x
1∑

r=0
1P1−rx

r = e−x(1P1x
0 + 1P0x) = e−x(1 + x)

であるから

I1 =
[
− F1(x)

]β
α
=

[
F1(x)

]α
β

であり，n = 1のとき 1⃝′ は成り立つ．
(ii) n = k での成立を仮定する．

Ik+1 =

∫ β

α

xk+1e−x dx

=
[
− xk+1e−x

]β
α
+

∫ β

α

(k + 1)xke−x dx

=
[
xk+1e−x

]α
β
+ (k + 1)Ik

=
[
xk+1e−x

]α
β
+ (k + 1)

[
Fk(x)

]α
β

(∵ 帰納法の仮定)

=
[
xk+1e−x + (k + 1)Fk(x)

]α
β

=

[
xk+1e−x + (k + 1)e−x

k∑
r=0

kPk−rx
r

]α

β

=

[
e−x

{
xk+1 +

k∑
r=0

(k + 1)kPk−rx
r

}]α

β
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ここで

(k + 1)kPk−r = (k + 1) · k!
{k − (k − r)}! =

(k + 1)!

r!
= k+1Pk+1−r

が成り立つから

Ik+1 =

[
e−x

(
k+1P0x

k+1 +
k∑

r=0
k+1Pk+1−rx

r

)]α

β

=

[
e−x

k+1∑
r=0

k+1Pk+1−rx
r

]α

β

=
[
Fk+1(x)

]α
β

n = k + 1のときも 1⃝′ は成り立つ．

( i )(ii)より，すべての正の整数 nに対し 1⃝′ すなわち 1⃝は成り立つ． …… (証明終わり)


