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aを正の実数，nを正の整数とする．次を示せ．

(1) ea = 1 + a+

∫ a

0

(a− x)ex dx

(2)

∫ a

0

(a− x)nex dx = an+1

n+ 1
+

∫ a

0

(a− x)n+1

n+ 1
ex dx

(3) ea = 1 + a+ a2

2
+ a3

6
+

∫ a

0

(a− x)3

6
ex dx

(4) ea ≦ 1 + a+ a2

2
+ a3

6
+ a4

24
ea

(5) e < 2.8

(24 滋賀医大 4)

【答】 略

【解答】

(1) 部分積分法により∫ a

0

(a− x)ex dx =
[
(a− x)ex

]a
0
−

∫ a

0

(−1)ex dx

= −a+
[
ex

]a
0

= −a+ ea − 1

よって

ea = 1 + a+

∫ a

0

(a− x)ex dx

が成り立つ． …… (証明終わり)

(2) 部分積分法により∫ a

0

(a− x)nex dx =

[
− (a− x)n+1

n+ 1
ex

]a

0

+

∫ a

0

(a− x)n+1

n+ 1
ex dx

= an+1

n+ 1
+

∫ a

0

(a− x)n+1

n+ 1
ex dx

である． …… (証明終わり)

(3) (2)で示した等式で，n = 1, 2とすると∫ a

0

(a− x)ex dx = a2

2
+ 1

2

∫ a

0

(a− x)2ex dx∫ a

0

(a− x)2ex dx = a3

3
+ 1

3

∫ a

0

(a− x)3ex dx

である．(1)も利用すると

ea = 1 + a+

{
a2

2
+ 1

2

∫ a

0

(a− x)2ex dx

}
= 1 + a+ a2

2
+ 1

2

{
a3

3
+ 1

3

∫ a

0

(a− x)3ex dx

}
= 1 + a+ a2

2
+ a3

6
+

∫ a

0

(a− x)3

6
ex dx

が成り立つ． …… (証明終わり)



2

(4)

∫ a

0

(a− x)3

6
ex dx ≦ a4

24
を示せばよい．

0 ≦ x ≦ a においては，ex ≦ ea である．また a− x ≧ 0であるから

(a− x)3

6
ex ≦ (a− x)3

6
ea

∴
∫ a

0

(a− x)3

6
ex dx ≦

∫ a

0

(a− x)3

6
ea dx

が成り立つ．ここで∫ a

0

(a− x)3

6
ea dx = ea

6

[
− (a− x)4

4

]a

0

= a4

24
ea

であるから

ea ≦ 1 + a+ a2

2
+ a3

6
+ a4

24
ea

が成り立つ． …… (証明終わり)

(5) (4)の不等式において a = 1とすると

e ≦ 1 + 1 + 1
2

+ 1
6

+ 1
24

e

∴
(
1− 1

24

)
e ≦ 12 + 3 + 1

6

∴ e ≦ 24
23

· 8
3

= 64
23

= 2.782 · · · < 2.8

よって

e < 2.8

が成り立つ． …… (証明終わり)


