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f(x) =
√
x+ 2 とする．関数 y = f(x) のグラフを C1，その逆関数 y = f−1(x)の

グラフを C2 とする．

(1) f−1(x) を求めよ．

(2) C1 と C2 の共有点の座標を求めよ．

(3) C1, C2 および x 軸で囲まれた部分の面積を求めよ．

(4) 直線 y = x, C2 および y 軸で囲まれた部分を，x軸のまわりに 1回転してできる

立体の体積を求めよ．

(24 札幌医大 4)

【答】

(1) f−1(x) = x2 − 2 (x ≧ 0)

(2) (2, 2)

(3)
20− 4

√
2

3

(4)
22 + 32

√
2

15
π

【解答】
f(x) =

√
x+ 2

C1 : y = f(x), C2 : y = f−1(x)

(1) y =
√
x+ 2 (x ≧ −2) …… 1⃝を xについて解くと

1⃝ ⇐⇒
{
y2 = x+ 2

y ≧ 0
⇐⇒

{
x = y2 − 2

y ≧ 0

よって

f−1(x) = x2 − 2 (x ≧ 0) ……（答）

である．

(2)

{
x ≧ −2

x ≧ 0
すなわち x ≧ 0のもとで C1 と C2 の共有点の座標を求める．共有点では

√
x+ 2 = x2 − 2 …… 2⃝

が成り立つ．

2⃝ ⇐⇒
{
x+ 2 = (x2 − 2)2

x2 − 2 ≧ 0

⇐⇒
{
x4 − 4x2 − x+ 2 = 0 …… 3⃝
x ≧

√
2 (∵ x ≧ 0) …… 4⃝

3⃝を変形すると
x2(x2 − 4)− (x− 2) = 0

(x− 2){x2(x+ 2)− 1} = 0

となる．

x2(x+ 2)− 1 ≧ 2(
√
2 + 2)− 1 > 0 (∵ 4⃝)

であり，x2(x+ 2)− 1 \= 0であるから

x = 2

であり，交点の座標は

(2, 2) ……（答）

である．



2

(3) C1, C2 および x 軸で囲まれた部分は右図の斜

C1

C2

2

2

−2
√
2

−2

x

y

O

線部分である．この面積は∫ 2

−2

f(x) dx−
∫ 2

√
2

f−1(x) dx

=

∫ 2

−2

(x+ 2)
1
2 dx−

∫ 2

√
2

(x2 − 2) dx

=
[
2
3
(x+ 2)

3
2

]2
−2

−
[
x3

3
− 2x

]2
√
2

= 2
3
(8− 0)−

{
8− 2

√
2

3
− 2(2−

√
2)

}
=

20 − 4
√
2

3
……（答）

である．
(4) 直線 y = x, C2 および y 軸で囲まれた部分は下左図の斜線部分であり，C2 を x軸に関し

て対称移動した曲線 y = −x2 + 2を C2
′ とおくと，下左図の斜線部分の図形を x軸のまわ

りに 1回転してできる立体は下右図の斜線部分を x軸のまわりに 1回転してできる立体と一
致する．

C1

C2

2

2

−2
√
2

−2
y = x

x

y

O

C1

C2

C2
′

2

2

1

1

−2
√
2

−2
y = x

x

y

O

直線 y = xと C2
′ の交点の座標は (1, 1)であるから，求める体積は∫ 1

0

π(−x2 + 2)2 dx+

∫ 2

1

πx2 dx−
∫ 2

√
2

π(x2 − 2)2 dx

= π

∫ 1

0

(x4 − 4x2 + 4) dx+ π

∫ 2

1

x2 dx− π

∫ 2

√
2

(x4 − 4x2 + 4) dx

= π
[
x5

5
− 4 · x3

3
+ 4x

]1
0
+ π

[
x3

3

]2
1
− π

[
x5

5
− 4 · x3

3
+ 4x

]2
√

2

= π

{
3− 20 + 60

15
+ 7

3
− 3(32− 4

√
2)− 20(8− 2

√
2) + 60(2−

√
2)

15

}
=

(
43
15

+ 7
3

− 56− 32
√
2

15

)
π

=
22 + 32

√
2

15
π ……（答）

である．


